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この講義の基本事項

• 講義名 幾何学入門

• 担当者 山本修身

• メールアドレス osami@meijo-u.ac.jp

• 開講日時 秋学期 Q3 水曜日 １，２時限 9:20-10:50 11:10-12:40

• 参考書 山本修身：よくわかるトポロジー．森北出版，2015.

• 成績  期末試験 80%, 授業中の確認テスト 20%

• 出席 成績には一切加味しない
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この講義に関する注意 

•　出席は成績に加味しませんが，たまにチェックすることがあります．
成績には関係ありませんが，出席状況が悪い場合，期末試験の受験資
格 に抵触する場合があります．

•　欠席した場合に，届け出る必要はありません．授業内容について 資料
などを参考にしてしっかりと復習しておいてください．

•　連続する2つの講義のうち後半で確認のための小テストを行います．
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この講義のホームページ
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http://osami.s280.xrea.com/geometry/

このページに置かれるもの
• 注意事項

• 授業資料

• 授業プロジェクタ原稿

• その他の資料

http://osami.s280.xrea.com/geometry/
http://osami.s280.xrea.com/geometry/


幾何学のイメージ
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代数学（線形代数を含む）

解析学（微積分を含む）

幾何学
•微分幾何
•位相幾何
•代数幾何

空間の性質を明らかにする



JABEEにおけるこの講義の位置づけ
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• 73309-001 位相幾何学入門　　小項目：C-3

• (C) 数学及び自然科学に関する知識を習得し，
それらを応用できる

• C-3: 離散数学（離散数学を情報技術に応用す
るための基本を理解している）



本日の講義
集合とそこから広がる世界
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集合 (set) とは
8

• 「集合とはものの集まりのことである．」において「もの」とは何か？

• 集合にある要素が所属しているかいないかがはっきりとわかるもの．

• 同じ要素がある集合に「2度含まれる」というようなことはない．

• 数学の多くの概念が集合を用いて定義される．

第1回 集合とそこから広がる世界

この章では幾何学入門で用いる集合をはじめとする基本的な概念につ
いて解説します．集合は数学におけるあらゆる対象を記述する道具で
す．幾何学的な対象もすべて集合として定義されます．また，写像や
群といった道具もやはり集合を使って表現されます．ここでは，集合
の解説とそこから派生する関係や写像について解説します．

1.1 集合ってなんだろう
集合とは何なのか？ その質問に的確に答えることは難しいと思います．

教科書を読めば「集合とはものの集まりのことである」というようなこと
が書いてありますが，分かった様な分からないような変な気分になります．
しかし，この良くわからない「集合」というものがあらゆる数学の基礎と
なります．数学では色々な事柄を単純化し統一的に扱おうと考えます．そ
の過程では，物事を平坦に画一的に扱うことが必要です．ものそれ自体が
何なのかということではなくて，ある「もの」があるグループに属してい
るかそうでないかということだけに焦点を当てたいことがあります．それ
を形式化すると集合になります．
集合は物事の集まりですが，その物事が何であるかということは問題に

しません．集合で問題にするのはある物事がその集合に要素として含まれ
るか否かだけです．ですから，「集合に同じ要素が２つ入っている」という
考え方も成り立ちません（そもそも「同じ」という言葉の定義が曖昧になっ
てきますが）．ここでは，それほど厳密に考える必要はありません．幾何学
で用いる集合は点の集合であり，それらは座標として表現されるかもしれ
ませんし，それ以外の方法で表現されるかもしれません．

1

ある集合をX と表現する場合，ある「もの」がX の要素であることを

x ⇥ X (1.1)

と書きます．また，含まれない場合には

x ⇤⇥ X (1.2)

と書きます．この２つのケースは排他的です．すなわち，２つのケースが
同時に起こることはあり得ません．また，どちらかのケースが必ず起こり
ます．
集合の要素は系統的に列挙できる場合と系統的に列挙できない場合があ
ります．たとえば，自然数の集合の要素は 0, 1, 2, . . .のように列挙すること
ができます．このような場合には，

S = {0, 1, 2, . . .} (1.3)

のように記述します．すべての集合がこのように書けるわけではありませ
ん．たとえば，1以上 2以下の実数の集合を T としますと，T の要素を系
統的に列挙することはできません．この場合の記述方法としては

T = {x | xは実数 かつ 1 � x � 2} (1.4)

のように書く方法があります．この方法は縦棒 (|)の左側に変数，右側にそ
の変数が満たすべき性質を書きます．その性質を満たすすべての「もの」が
この集合の要素と定義されます．このような記述方法を許しますと色々な
集合が記述できますが，反面，その集合がどのような集合なのか，直接に
は見えて来なくなります．
集合は非常に自由度の高いものです．ありとあらゆる対象を集合として

眺めることができます．色々な集合を定義した場合，集合間の関係を定義
しておくと，便利そうに思えます．集合同士の関係としてここで定義する
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集合の表現方法

• 要素を列挙する方法

• 要素の条件を記述する方法
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柔軟であるが，実体が
何なのかわかりづらい

表現できないことがあ
るが具体的である



Russelのパラドックス

すべての集合を以下のRとRの補集合Rcに分類する：
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R = {x | x 62 x}
<latexit sha1_base64="t40GqT6Fm9GzfTAFJuVnFPZSsnI="></latexit><latexit sha1_base64="t40GqT6Fm9GzfTAFJuVnFPZSsnI="></latexit><latexit sha1_base64="t40GqT6Fm9GzfTAFJuVnFPZSsnI="></latexit><latexit sha1_base64="t40GqT6Fm9GzfTAFJuVnFPZSsnI="></latexit>

Rc = {x | x 2 x}
<latexit sha1_base64="MCHU4xgoHRTGwDG5jHMJFUMJHdY="></latexit><latexit sha1_base64="MCHU4xgoHRTGwDG5jHMJFUMJHdY="></latexit><latexit sha1_base64="MCHU4xgoHRTGwDG5jHMJFUMJHdY="></latexit><latexit sha1_base64="MCHU4xgoHRTGwDG5jHMJFUMJHdY="></latexit>

このとき，R ∈ R と仮定すると定義より R ∉ R．
逆に， R ∉ R と仮定する R ∈ Rc となり定義より R ∈ R．

どちらにしても矛盾となる． Bertrand Russel (1902)

集合の記号を無制限に利用すると矛盾が生じる



集合の関係と演算

• 包含関係

• 和集合，共通部分，差集合
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のは「部分集合」という関係です．これは「ある集合の要素がすべてもう
一つの集合の要素になっている」という関係です．この関係は式でかけば，

x ⌅ S ならば x ⌅ T (1.5)

とかけます．この関係が成り立っているとき，S ⇥ T と書きます．また，
T ⇤ S とも書きます．この集合同士の関係と要素が集合に含まれるという
ことを決して混同しないでください．
また，集合と集合の演算についてもいくつか定義しておきます．集合は

要素を含むか含まないかが，その本質ですから，集合の演算もつぎののよ
うに定義されます：

A ⌥B = {x | x ⌅ Aかつ x ⌅ B} (1.6)

A ⌃B = {x | x ⌅ Aまたは x ⌅ B} (1.7)

A \ B = {x | x ⌅ Aかつ x ⇧⌅ B} (1.8)

これらの演算はそれぞれ共通部分 (intersection), 和集合 (union), 差集
合 (di�erence)と呼ばれます．
集合についてさらに強烈な演算として，直積があります．直積を説明す

るには，まず順序対について説明しなくてはいけません．順序対 (ordered

pair) とは２つの「もの」を繋いだものです．たとえば，xというものと y

というものを繋ぐのでしたら，(x, y)と書きます．このとき，順序が重要で
す．順序が入れ替わると別のものになります．２本の数直線の要素によっ
て作った順序対を我々は「座標」と呼んだりします．さて，２つの集合 A,

B が与えられたとき，その直積 (direct product)とは

A�B = {(x, y) | x ⌅ Aかつ y ⌅ B} (1.9)

と定義されます．
ある集合の部分集合のみを考えることがあります．この場合，元の集合

X を全体集合とよび，X の部分集合のみを考えます．X の部分集合の全体

3

を P(X)と書いて X のべき集合 (power set)と呼びます．A ⌅ P(X)に
ついて，X \ Aのことを Aの補集合 (complement) と呼び，Ac と書き
ます．

1.2 「関係」の世界
一つの集合についてのみ考えているだけでは，あまり世界は広がらない

のですが，集合同士の「関係」を考えると世界が広がって行きます．関係
とは「xと yは関係がある」とか「政治と経済は関係がない」などという
ときの関係です．これをどのように数学的に定義するかが問題です．集合
A, B の関係 (relation)はつぎのように定義されます：

R ⇥ A�B (1.10)

すなわち，関係 Rとは２つの集合の直積の部分集合です．この集合に入っ
ているペア (a, b)は「関係Rがある」と言い，そうでなければ「関係 Rが
ない」と表現します．(a, b) ⌅ Rであることを aRbと書くこともあります．
現在，普通に使われている関係データベースはこの「関係」をシステム化
したものであると言えます．
ただ単に関係というと，様々なものが考えられますが，我々の世界にな

じみに深い関係をいくつか考えてみます．
まず，良くある関係は大小関係です．これは数学の言葉では順序関係と

呼びます．順序関係Rはある集合 A の２つの要素の間の関係で，つぎの性
質の成り立つものです．

1. aRb かつ bRaならば a = bである．

2. aRb かつ bRc ならば aRcである．

3. すべての要素 a について aRa である．
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のは「部分集合」という関係です．これは「ある集合の要素がすべてもう
一つの集合の要素になっている」という関係です．この関係は式でかけば，

x ⌅ S ならば x ⌅ T (1.5)

とかけます．この関係が成り立っているとき，S ⇥ T と書きます．また，
T ⇤ S とも書きます．この集合同士の関係と要素が集合に含まれるという
ことを決して混同しないでください．
また，集合と集合の演算についてもいくつか定義しておきます．集合は

要素を含むか含まないかが，その本質ですから，集合の演算もつぎののよ
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集合についてさらに強烈な演算として，直積があります．直積を説明す

るには，まず順序対について説明しなくてはいけません．順序対 (ordered

pair) とは２つの「もの」を繋いだものです．たとえば，xというものと y

というものを繋ぐのでしたら，(x, y)と書きます．このとき，順序が重要で
す．順序が入れ替わると別のものになります．２本の数直線の要素によっ
て作った順序対を我々は「座標」と呼んだりします．さて，２つの集合 A,

B が与えられたとき，その直積 (direct product)とは

A�B = {(x, y) | x ⌅ Aかつ y ⌅ B} (1.9)

と定義されます．
ある集合の部分集合のみを考えることがあります．この場合，元の集合

X を全体集合とよび，X の部分集合のみを考えます．X の部分集合の全体

3

を P(X)と書いて X のべき集合 (power set)と呼びます．A ⌅ P(X)に
ついて，X \ Aのことを Aの補集合 (complement) と呼び，Ac と書き
ます．

1.2 「関係」の世界
一つの集合についてのみ考えているだけでは，あまり世界は広がらない

のですが，集合同士の「関係」を考えると世界が広がって行きます．関係
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現在，普通に使われている関係データベースはこの「関係」をシステム化
したものであると言えます．
ただ単に関係というと，様々なものが考えられますが，我々の世界にな

じみに深い関係をいくつか考えてみます．
まず，良くある関係は大小関係です．これは数学の言葉では順序関係と
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順序対と直積

• 順序対とは2つの要素を「ペア」にしたもの (x, y)

• 順序が意味をもつ．
• 三組 (x, y, z)は(x, (y, z))と定義できる．

• 直積とは２つの集合からそれぞれ要素をとってきて，
それを順序対にしたものの集合

• n次元ユークリッド空間は直積の例である
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全体集合，空集合，補集合

• 現在考えている「全体」(universe) を表す集合
Uを全体集合と呼ぶ．この集合は状況によって
色々に変化する．

• UからUの部分集合Xを引いた集合を補集合と
呼びXcと書く (complement)．

• 要素を１つも含まない集合を空集合という．
これをφと書く (empty set)．

13



ベキ集合

ある集合Xの部分集合をすべて集めた集合をXのベ
キ集合 (power set)といい，P(X)と書く．
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P(X) = {Y |Y ⊂ X}

∅ ∈ P(X)

X ∈ P(X)

P(X)� 2X



関係とは

• 集合AとBの間の関係 (relation) とはA×Bの部分
集合Rのことである．
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と定義されます．
ある集合の部分集合のみを考えることがあります．この場合，元の集合
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を P(X)と書いて X のべき集合 (power set)と呼びます．A ⌅ P(X)に
ついて，X \ Aのことを Aの補集合 (complement) と呼び，Ac と書き
ます．

1.2 「関係」の世界
一つの集合についてのみ考えているだけでは，あまり世界は広がらない
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現在，普通に使われている関係データベースはこの「関係」をシステム化
したものであると言えます．
ただ単に関係というと，様々なものが考えられますが，我々の世界にな
じみに深い関係をいくつか考えてみます．
まず，良くある関係は大小関係です．これは数学の言葉では順序関係と
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• 順序関係はいわゆる不等号による関係である
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特殊な関係2：  同値関係

• 同値関係はいわゆる「等号」による関係であ
る．等しさは伝搬する（ルール２）
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図 1.1: 集合 A, B の間の関係 R

順序集合で重要なのは，任意の 2つの要素が比較出来るとは限らないとい
うことです．我々になじみに深い実数の集合や整数の集合はどの 2つをとっ
て来ても比較することができます．このような集合を全順序集合と呼びま
す．全順序集合ではない順序集合を半順序集合と呼びます．
もう一つの重要な関係は同値関係です．同値関係は，一言でいえば「同
じである」という関係です．数学的にはつぎの性質を満たすものです：

1. すべての要素について aRaである．

2. aRb かつ bRcならば aRcである．

3. aRbならば bRaである．

この関係はこの講義では非常に重要です．とくに同値関係が定義されると
それによってもとの集合をグループ分けすることができます．このような
グループ分けのことを同値類と言います．同値関係は a � bのように書く
ことがあります．この記号をつかって同値類を定義すると以下のようにな
ります．集合X 上に同値関係が定義されているとして，任意の要素 aの所

5

X

R(a)

R(b)

R(c)

R(d)

R(e)

図 1.2: 集合X の同値関係によるX の分類

属する同値類は
G(a) = {x ⇤ X|x � a} (1.11)

と定義できます．このように定義するとつぎの性質が成り立ちます．

性質 1 任意の集合X 上に同値関係�が定義されているとする．このとき，
�による同値類は互いに共通部分をもたず，すべての同値類はX を覆う．

証明 2つの要素 a, bについて a � bが成立するとすれば，R(a) = R(b)と
なる．なぜならば，x ⇤ R(a)ならば，x � a であり，a � bであることか
ら，x � bが成り立つ．これより x ⇤ R(b). したがって，R(a) ⇥ R(b). aと
bを交換しても同様の議論が成り立つことから R(a) = R(b). 一方，a ⌅� b

ならば，R(a) ⌃R(b) = ⇧である．なぜならば，y ⇤ R(a) かつ y ⇤ R(b)と
なる要素 yが存在すると仮定すると a � bとなってしまい矛盾が導けてし
まう．任意の要素 z ⇤ X について z ⇤ R(z)であることから，任意よ要素
はいずれかの同値類に属する．以上よりこの性質は証明された．(証明終)

結局，同値類は図 1.2に示すような形になります．数学では対象となる集
合を同値類に分けることは非常に重要なテクニックであると言えます．こ
の講義でも同値類が頻繁に出て来ますので，良く理解しておいてください．

6

重要



同値関係から得られる同値類

• ある集合X上に同値関係が定義されると，それ
を基にして同値類を定義することができる
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R(a) = {x ∈ X | x ∼ a}

Xのすべての元はいずれか
一つの同値類に属する

X/ ∼= {R(a), R(b), · · ·}



同値類の例
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ある集合X からその集合の要素の間の同値関係によって同値類を構成し
たとき，この同値類を集めた集合を X/ ⇥と書きます．集合を同値類に分
けたとき，それぞれの同値類に含まれる要素を各同値類につき一つ指定し
てそれを代表元 (representitve)と呼ぶことがあります．図 1.2における
a, . . . , eはそれぞれの同値類の代表元であると言えます．どの要素を選ぶか
ということは全く自由です．

例 ２つの整数 a, bの間の関係として，

a ⇥ b⌅ a� bが 2で割り切れる (1.12)

を定義すると⇥は同値関係となります．整数の集合をこの同値関係で同値
類を作ると以下の 2つの類に分類することができます：

R1 = {0,±2,±4, . . .} (1.13)

R2 = {±1,±3, . . .} (1.14)

我々は，最初の類を習慣的に「偶数」と呼び，後者を「奇数」と呼んでい
ます．

1.3 写像と変換
前節では特殊な関係として 順序関係と同値関係を定義しました．これら

の関係は重要ですが，ここでは同様に非常に重要な関係である写像を定義
します．写像 (mapping) とはつぎの性質を満たす集合 X と Y の間の関
係M のことです．

任意の x ⇧ X について xMyとなる y ⇧ Y は唯一存在する．

任意の x ⇧ X についてこの yのことをM(x)のように書きます．写像には
いくつか特殊な性質を持ったものがあります．まず，M(x1) = M(x2)なら

7

ば x1 = x2 となってしまう写像があります．すなわち，ある値をとるため
のX の要素は唯一であるということです．このような写像は単射であると
言います．写像はすべての要素 x ⇧ X に対してM(x)が定義されることが
必要となりますが，M(x)が Y のあらゆる値をとる必要はありません．ど
のような Y の値を選んでも，その値になるような xを選ぶことができる場
合，その写像は全射であると言います．全射でありかつ単射であることを
全単射であると言います．全単射である写像のことを 1対 1の写像と呼ぶ
ことがあります．

f が集合X から Y への写像であることを

f : X ⇤ Y (1.15)

と書きます．また，要素 x ⇧ X に注目する場合には，

f : x ⌃⇤ y (1.16)

のように書くこともあります．
y = f(x) という写像があるとき，x = g(y) という写像 g が存在して，

g(f(x)) = xが任意の xについて成り立つとき，gのことを f�1と書き，f

の逆写像と呼びます．逆写像が定義できるのは f が全単射である場合のみ
です．
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図 1.3: 集合X から集合 Y への写像
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写像という関係
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ある集合X からその集合の要素の間の同値関係によって同値類を構成し
たとき，この同値類を集めた集合を X/ ⇥と書きます．集合を同値類に分
けたとき，それぞれの同値類に含まれる要素を各同値類につき一つ指定し
てそれを代表元 (representitve)と呼ぶことがあります．図 1.2における
a, . . . , eはそれぞれの同値類の代表元であると言えます．どの要素を選ぶか
ということは全く自由です．

例 ２つの整数 a, bの間の関係として，

a ⇥ b⌅ a� bが 2で割り切れる (1.12)

を定義すると⇥は同値関係となります．整数の集合をこの同値関係で同値
類を作ると以下の 2つの類に分類することができます：

R1 = {0,±2,±4, . . .} (1.13)

R2 = {±1,±3, . . .} (1.14)

我々は，最初の類を習慣的に「偶数」と呼び，後者を「奇数」と呼んでい
ます．

1.3 写像と変換
前節では特殊な関係として 順序関係と同値関係を定義しました．これら

の関係は重要ですが，ここでは同様に非常に重要な関係である写像を定義
します．写像 (mapping) とはつぎの性質を満たす集合 X と Y の間の関
係M のことです．

任意の x ⇧ X について xMyとなる y ⇧ Y は唯一存在する．

任意の x ⇧ X についてこの yのことをM(x)のように書きます．写像には
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のような Y の値を選んでも，その値になるような xを選ぶことができる場
合，その写像は全射であると言います．全射でありかつ単射であることを
全単射であると言います．全単射である写像のことを 1対 1の写像と呼ぶ
ことがあります．

f が集合X から Y への写像であることを

f : X ⇤ Y (1.15)

と書きます．また，要素 x ⇧ X に注目する場合には，

f : x ⌃⇤ y (1.16)

のように書くこともあります．
y = f(x) という写像があるとき，x = g(y) という写像 g が存在して，

g(f(x)) = xが任意の xについて成り立つとき，gのことを f�1と書き，f

の逆写像と呼びます．逆写像が定義できるのは f が全単射である場合のみ
です．
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のような Y の値を選んでも，その値になるような xを選ぶことができる場
合，その写像は全射であると言います．全射でありかつ単射であることを
全単射であると言います．全単射である写像のことを 1対 1の写像と呼ぶ
ことがあります．

f が集合X から Y への写像であることを
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特殊な写像

• 写像が全射であるとは，任意のYの要素につい
て，その要素に写像されるXの要素が存在する
こと

• 写像が単射であるとは，Yのある要素に写像す
るXの要素が唯一であることをいう．

21

f
surjective

injective



全単射：１対１の写像

• 全射であり，単射である写像のことを全単射
と呼ぶ．全単射な写像は要素を１対１に写像
する．

22

ある集合X からその集合の要素の間の同値関係によって同値類を構成し
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けたとき，それぞれの同値類に含まれる要素を各同値類につき一つ指定し
てそれを代表元 (representitve)と呼ぶことがあります．図 1.2における
a, . . . , eはそれぞれの同値類の代表元であると言えます．どの要素を選ぶか
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我々は，最初の類を習慣的に「偶数」と呼び，後者を「奇数」と呼んでい
ます．

1.3 写像と変換
前節では特殊な関係として 順序関係と同値関係を定義しました．これら

の関係は重要ですが，ここでは同様に非常に重要な関係である写像を定義
します．写像 (mapping) とはつぎの性質を満たす集合 X と Y の間の関
係M のことです．

任意の x ⇧ X について xMyとなる y ⇧ Y は唯一存在する．

任意の x ⇧ X についてこの yのことをM(x)のように書きます．写像には
いくつか特殊な性質を持ったものがあります．まず，M(x1) = M(x2)なら

7

ば x1 = x2 となってしまう写像があります．すなわち，ある値をとるため
のX の要素は唯一であるということです．このような写像は単射であると
言います．写像はすべての要素 x ⇧ X に対してM(x)が定義されることが
必要となりますが，M(x)が Y のあらゆる値をとる必要はありません．ど
のような Y の値を選んでも，その値になるような xを選ぶことができる場
合，その写像は全射であると言います．全射でありかつ単射であることを
全単射であると言います．全単射である写像のことを 1対 1の写像と呼ぶ
ことがあります．

f が集合X から Y への写像であることを

f : X ⇤ Y (1.15)

と書きます．また，要素 x ⇧ X に注目する場合には，

f : x ⌃⇤ y (1.16)

のように書くこともあります．
y = f(x) という写像があるとき，x = g(y) という写像 g が存在して，

g(f(x)) = xが任意の xについて成り立つとき，gのことを f�1と書き，f

の逆写像と呼びます．逆写像が定義できるのは f が全単射である場合のみ
です．
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原像とは（１）

• 原像とは，与えられた元に写像する要素の集
合である．

23

ある要素 y ⇧ Y に写像されるような x ⇧ Y を集めたものを yの原像とい
い，f�1({y})．と書きます．すなわち，

f�1(y) = {x ⇧ X | f(x) = y} (1.17)

さらに，ある Y の部分集合 B について

f�1(B) = {x ⇧ X | f(x) ⇧ B} (1.18)

と定義する．

例 実数の集合から実数の集合への関数 y = f(x) = x2 は単射ではない．
なぜならば，f(1) = f(�1) = 1 となり，異なる xが同一の関数値を持つ．
またこの関数は全射でもない．なぜならば，f(x) = �1となる xが存在し
ない．これに対して，y = g(x) = x3 は単射である．y が与えられたとき
g(x) = yを満たす xは唯一である．また，任意の yについて g(x) = yとな
る x が存在する．さらに，f�1({2}) = {�

 
2,
 

2}であり，g�1(2) = 3
 

2

となる．
もし，関数 f を 0以上の実数から 0以上の実数への写像であると定義す

れば，f は全単射となりますし，0以上の実数から実数への写像であると定
義すれば，単射となります．このように全射や単射であるということは写
像がどのような集合の上に定義されているかということに依存します．

集合 Aから Aへの写像を変換 (transformation)と呼ぶことがありま
す．たとえば，2⇥ 2行列はユークリッド空間中の変換となります：

⇥
x⇥

y⇥

⇤
=

⇥
a b

c d

⇤⇥
x

y

⇤
. (1.19)

この場合，行列が正則であれば，この変換は全単射となり，正則でなけれ
ば，全射でも単射でもなくなります．すなわち，この変換では全射と単射
はつねに同時に成り立つことになります．

9

この変換の場合，行列式

det

�����
a b

c d

����� = ad� bc (1.20)

が非負であることが全単射あることの必要十分条件となります．

1.4 予習問題
1. つぎの２つの集合の和集合，共通部分を求めて下さい．

S = {a, b, c, d, e, f}

T = {2, 6, d, t, w, f, m, g}

2. つぎの事柄を確かめ，なぜ成り立つか説明してください

(A \ B) \ C = A \ (B ⌥ C)

A \ (B \ C) = (A \ B) ⌥ (A � C)

3. 式 (1.12)で定義される関係が同値関係であることを証明してください．

1.5 復習問題
1. f : A ⌅ B と g : B ⌅ C が全単射であるとするとその合成写像

g ⇤ f : A⌅ C も全単射であることを証明してください．

2. von Neumann は空集合だけで自然数を作り上げることを考え出しま
した．von Neumannの考えた数はつぎのように定義します．

0 = ⌃

1 = {⌃}

2 = {⌃, {⌃}}

· · ·

10
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原像とは（２）

• 集合の原像を定義することもできる．

24

集合の原像

f−1(M)
M

A B

f�1(M) = {x � X | f(x) � M}



写像の例
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変換とは
26

• 変換とは，ある集合Aから同じ集合への写像の
ことをいう．2次元ユークリッド空間から2次
元ユークリッド空間への写像は変換である．
たとえば，行列を用いることによって線形な
変換を表現することができる．



ユークリッド空間上の１次変換

• 正方行列はユークリッド空間中のある変換を
表す（一次変換）

27

(

x′

y′

)

=

(

a b
c d

) (

x
y

)

(x, y)

(x′
, y

′)

(0, 0)は必ず(0, 0)へ変換される

回転
原点を中心とする拡大
反転など



１次変換を含むより複雑な変換

• アフィン変換 (Affine transformation) は平行移
動も表現できる．

28

　回転
　原点を中心とする拡大
　反転
に加えて平行移動

�
x�

y�

�
=

�
a b
c d

� �
x
y

�
+

�
s
t

�

(x, y)

(x′
, y

′)

アフィン変換＝1次変換＋平行移動



ユークリッド空間上の射影変換

• 射影変換は１次変換を含むより複雑な変換
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アフィン変換は射影変換の一部である

g = h = 0 , i = 1とすれば，
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射影変換の例
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本日のまとめ
32

• 集合の定義，演算，基本的性質

• 関係の定義

• 順序関係，同値関係，同値類

• 写像と関数


