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今回学ぶこと

位相空間の性質（定義）
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我々は比較的良
く知っている

距離空間の「近さ」だ
けを抽象化したもの

距離空間の性質（定義）
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ユークリッド空間とは

• n次元のユークリッド空間 (Euclidean space) とは
n個の要素よる座標 　　　　　　　　　  で表現さ
れる点の集合でその２つ要素 p, q の間の距離を以
下のように測る．
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(x1, x2, . . . , xn)

第3回 距離空間と開集合

今回は，教科書の最初の章の内容について説明します．ここではまず，
距離空間を扱います．我々は抽象的な位相空間を最初から扱わずに，身
近なユークリッド空間やそれに似た距離空間について考えてみます．

3.1 ユークリッド空間
実数を組とする座標によって表現される点を集めた空間を考えます．組

にする実数の個数はいくつでも良いのですが，有限個であるとします．こ
れを，(x1, x2, . . . , xn)と書きましょう．ここで考えている集合は，

Rn = {(x1, x2, . . . , xn) | xi ⌅ R} (3.1)

と書くことができます．ただし，ここで Rは実数の集合を表します．この
とき，この空間の点同士の距離 (metric) をつぎのように定義します：点
p = (p1, p2, . . . , pn), q = (q1, q2, . . . , qn)の間の距離 d(p, q)は

d(p, q) =

⌅⇤⇤⇥
n�

i=1

|pi � qi|2 (3.2)

と定義します．このような距離の測り方も含めてRnのことをユークリッド
空間 (Euclidean space)と呼びます．低次元のユークリッド空間は我々
にもっともなじみの深い空間です．数直線や平面，３次元空間は普通ユー
クリッド空間であると考えて定式化します．ユークリッド空間を定義した
ときの組にした実数の個数 nのことをこの空間の次元 (dimension)と呼
ぶことにします．これにより，平面は２次元ユークリッド空間であり，縦
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横高さをもつ空間は３次元ユークリッド空間ということになります．ここ
では特に高次元のユークリッド空間を考えることはありませんので，せい
ぜい，３次元ユークリッド空間を考えて頂ければ十分です．
距離が上記で定義したものである必然性はありません．距離はある条件

を満たせば，どのようなものでも構いません．「ある条件」とはつぎの条件
です：

1. 任意の点 p, q, r ⌅ Rn について d(p, q) ⇥ d(p, r) + d(r, q).

2. d(p, q) = 0⇤ p = q.

3. d(p, q) = d(q, p)

この条件を満たす距離は色々存在します．

3.2 ユークリッド空間における近傍
ユークリッド空間（とりあえず２次元ユークリッド空間を考えてくださ

い）のある部分集合のことを「図形」と呼ぶことにします．
ある点 p ⌅ Rn についてその �-近傍N�(p) とは，

N�(p) = {x ⌅ Rn | d(x, p) < �} (3.3)

と定義します．ただし，� > 0であるとします．この �-近傍を用いて「開集
合」というものを定義してみます．我々が普段「開集合」呼ぶものは，直
感的に言えば「縁のない図形」ということです．たとえば，区間 [1, 2]のよ
うなものは閉集合と呼びますが，これに対してこの両端 1, 2を取り除いた
区間 (1, 2)は開集合です．我々は直感的には，閉集合が何であるか知ってい
ますが，実のところすべてのケースについて答えられるほど確固たる指標
を持っているわけではありません．ここで，距離空間の中の適当な集合が
開集合であるかどうかを判定する条件を決めます．
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p, qの距離



ピタゴラスの定理

• ピタゴラスの定理はユークリッド空間の定義そのもの
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距離空間とは

• 距離空間 (metric space)とは集合で，そこに含ま
れる要素（これを点と呼ぶ）の間に以下の性質を満
たす距離 d が定義されている：
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三角不等式

対称性

距離が0⇒同じ点



• ユークリッド空間での距離の定義と異なる定義

• マンハッタン距離

• ∞-ノルム

普通でない距離の測り方

6

d(p, q) =
n∑

i=1

|pi − qi|

d(p, q) = max
i=1,...,n

|pi − qi|



ユークリッド空間における近傍とは

• 近傍とは与えられた点の「近く」のこと
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図 3.1: 区間 (1, 2)とそれに含まれる ⇤近傍

ある集合Xが開集合であるということは，任意の点 p ⌅ Xについて，あ
る ⇤が存在して，N⇤(p) ⇤ X となるものが常にとれると定義します．この
ように定義したときに我々の直感と一致するかどうかを確かめてみます．
まず，区間 I = (1, 2)は開集合であると我々は信じています．この定義に

照らし合わせてそうなっているでしょうか．ある数 1 < p < 2をとってみ
ます．このとき，⇤ = min{2 � p, p � 1}/2と定義すれば，N⇤(p) ⇤ I とな
ります（図 3.1参照）．
ここでまず，⇤近傍について考えてみます．これ自体開集合でしょうか．

実は ⇤近傍は開集合です．一般の「近傍」を定義していませんので，厳密
には言えませんが，近傍は必ずしも開集合である必要がありません．開集
合になっている近傍を開近傍と呼びます．つぎの性質が成り立ちます．

性質 5 ⇤近傍は開集合である．

この性質を証明してみます．実は，この証明は前述の区間の議論とほと
んど同じです．まず，適当な点 q ⌅ N⇤(p) をとりますと，これに対して，
� = (⇤� d(q, p))/2 と置きます．これより，N�(q)の点 rと pの距離を考え
ますと，

d(r, p) ⇥ d(r, q) + d(q, p) ⇥ (⇤� d(p, q))/2 + d(p, q)

= ⇤/2 + d(p, q)/2 < ⇤/2 + ⇤/2 = ⇤ (3.4)

となり，r ⌅ N⇤ となります．
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図 3.2: ２つの開集合の和集合

さらに，一般のユークリッド空間の中の図形（集合）についてつぎの性
質が成り立ちます．
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ユークリッド空間の性質

• ユークリッド空間についてつぎの性質が成り立つ．
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性質6-1と6-2について

• Xをユークリッド空間とする．Xは開集合である．

• 任意の点 X をとると，そのε近傍は当然Xに含ま
れる．→ Xは開集合

• 空集合についてはいかなる点をとることもできな
い．したがって，

は正しい命題となる．
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p ∈ ∅ ⇒ Nε(p) ⊂ ∅

これは成り立たない



性質6-3について

• 集合A, Bが開集合であれば，AとBの共通部分は開集
合である．
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性質6-4について

• 任意個の開集合　　　　　　　の和集
合　　　　　　は開集合である．
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図 3.3: 無限個の開集合の和集合

になります．pは A ⇥ B の中で任意にとりましたので，A ⇥ B は開集合で
あることになります（図 3.2参照）．
また，最後の性質ですが，これは上の話と違い，連続無限を含めた任意

個の開集合の和集合を考えます．p �
�

�⇥�

A� とすれば，pを含むような開

集合が少なくとも一つ選択できます．この集合を Bとしますと，もちろん
Bも開集合でありますので，それに含まれている pを中心とするBに含ま
れる開近傍 N⇥(p)をとることができます．この開近傍はもとの和集合の部
分集合にもなっていますので，pの取り方が任意であったことから，和集合
は開集合であることになります （図 3.3参照）．
ここで３つ目と４つ目の違いは非常に大きいことに注意してください．共
通部分の場合，２つの集合の共通部分ですが，これは２つに限りません．２
つ集合の共通部分を作れるのでしたら，それを何回も繰り返せば n個の集
合の共通部分を得ることができ，これらは開集合であるということになり
ます．ただし，ここまでです．これ以上多くの集合の共通部分をとること
は許されません．すなわち，無限個の集合の共通部分をとると，開集合で
あることは保証されないということです．これに対して，和集合について
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は，いくらでも和集合を作ってよろしいということになります．
本当に無限個の開集合の共通部分が開集合にならなくなる例があるので

しょうか．実はあります．また，1次元の区間の話に戻りましょう．区間の
列として，

Xi = (0, 1 + 1/i) (i = 1, 2, · · ·) (3.5)

と定義します．これらの区間の共通部分 Y を考えます．すなわち，

Y =
�⇥

i=1

Xi (3.6)

とします．Y は開集合でしょうか．まず，1 � Y であることがわかります．
なぜならば，1 � Xiであるからです．すべての iについてXiは 1よりも大
きなところまで範囲としてとっていますので，当然 1はそれぞれの集合に
含まれます．したがって，これらの共通部分である Y にも含まれます．こ
こで，1の周りの �近傍を考えます．ある � > 0 を適当に選んで，N⇥(1)を
作ると，この近傍は i = ⇤1/�⌅としたときの集合Xiに含まれません．すな
わち，どのような近傍をとってもそれは，Y に含まれません．これより，Y

は開集合ではないことがわかりました．実際，Y = (0, 1]となります．

3.3 一般の位相空間
実は，ここでユークリッド空間について行った議論は数学の本来の流れ
からすると，反対であるということが言えます．前節では近傍を定義して
それから開集合を定義しましたが，本当は開集合から近傍が定義されます．
我々にとって直感的な空間の代表がユークリッド空間ですが，他の空間に
ついても「つながり具合」を定義された空間を扱いたいということがあり
ます．ここで「つながり具合」といったのは，それが，距離である必要が
ないからです．ある空間が距離というものを持っていれば，前節で議論し
た様な方法で開集合を定義することが可能です．もし，距離の定義されな
い空間に，それでも「つながっている」ということだけを問題にした概念
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ついても「つながり具合」を定義された空間を扱いたいということがあり
ます．ここで「つながり具合」といったのは，それが，距離である必要が
ないからです．ある空間が距離というものを持っていれば，前節で議論し
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となるεが存在



無限個の開集合の共通部分は開集合か？

• 反例：
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わち，どのような近傍をとってもそれは，Y に含まれません．これより，Y

は開集合ではないことがわかりました．実際，Y = (0, 1]となります．

3.3 一般の位相空間
実は，ここでユークリッド空間について行った議論は数学の本来の流れ
からすると，反対であるということが言えます．前節では近傍を定義して
それから開集合を定義しましたが，本当は開集合から近傍が定義されます．
我々にとって直感的な空間の代表がユークリッド空間ですが，他の空間に
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NO!

である



ここまでのスキームとここからのスキーム

• 距離空間→ε近傍→開集合

• 集合＋開集合の集合（これが位相空間）→近傍
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近さだけを表現したい．
距離という概念はいらない！



一般の位相空間

• 位相空間 (topological space)とはある集合でその
集合の部分集合族（部分集合の集合）で次の性質を
満たすものが定義されているものである．
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を導入したい場合どうしたらよいでしょうか．じつはそれが「位相」です．
位相は与えられた集合の要素のつながりだけを問題にします．
難しく聞こえるかもしれませんが，実は前節で導出した結果を，約束事

として，流用することによって位相（topology)を定義することができま
す．ある集合 X が位相空間であるとは，X の開集合の集合 Oが定義でき
て，つぎの性質を満たすことです：

1. 空間X と空集合は ⌅は Oに含まれる．

2. 有限個の集合 A1, A2, . . . , AnがOに含まれれば，共通部分
n⇥

i=1

Aiは

Oに含まれる．

3. 無限個の集合 A� (� ⇤ �) の和集合
�

�⇥�

A� は O に含まれる．

厳密には集合 Oがこの性質を満たすとき，集合の組 (X,O) のことを位相
空間と呼びます．また，開集合の集合のことを位相と呼ぶことがあります．
一番単純な位相空間は位相としては，

O = {X, ⌅} (3.7)

を採用するものがあります．この位相の場合，イメージとしては，「X の中
のすべての点はベタベタにくっついている」ということになります．この
ような位相を密着位相 (dense topology)と呼びます．この位相の対極に
あるのが，つぎに示す開集合の集合です：

O = P(X) (3.8)

ここで P(X)は集合X のベキ集合です（この辺が曖昧な人は最初の章を読
み返すこと）．すなわち，X のあらゆる部分集合は開集合となります．こ
のような位相を離散位相 (discrete topology)と呼びます．この位相のイ
メージは「サラサラ」といったところです．すべての点が分離している感
じになります．
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その他の位相はこの２つの位相の間にあります．一般的な位相空間にお
ける近傍とは何なのか考えてみます．この空間にはユークリッド空間のよ
うに距離が定義されていませんので，長さを測ることができません．従っ
て，前述のような近傍の定義は意味を持ちません．実は，あるX の部分集
合 Y が位相空間 (X,O)の点 pの近傍であるとは，ある開集合 A ⇤ O が存
在して，

{p} ⇥ A ⇥ Y (3.9)

とすることができることです．Y が開集合であるとき，Y を開近傍と呼び
ます．

3.4 部分集合の位相
我々の良く知っているユークリッド空間は位相空間です．ユークリッド
空間の開集合が何であるのかという部分についてはここでは深く考えない
ことにします．常識的に，「端を含まない集合は開集合である」と考えるこ
とにしましょう．
ここでは，ある位相空間の部分集合が位相空間になれるかどうかについ
て考えてみます．たとえば，ユークリッド空間の部分集合である正方形に
対応する点の集合は位相空間でしょうか．

R = {(x, y) ⇤ R2 | 0 � x, y � 1} (3.10)

という集合は位相空間になれるでしょうか．もちろん「位相空間になれる」
という意味は適当な開集合の集合を決めることが出来て，それによって，位
相空間として定義できるかということです．
これについては，まず，抽象的なレベルで考えてみます．ある位相空間

X とその開集合族 Oがあるとします．このとき，X の部分集合 Y の位相
をうまく決めることを考えます．Y ⇥ X ですので，適当な s ⇤ O について
s� = s ⇧ Y はX の部分集合となります．このような集合を集めて開集合族
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す．ある集合 X が位相空間であるとは，X の開集合の集合 Oが定義でき
て，つぎの性質を満たすことです：

1. 空間X と空集合は ⌅は Oに含まれる．

2. 有限個の集合 A1, A2, . . . , AnがOに含まれれば，共通部分
n⇥

i=1

Aiは

Oに含まれる．

3. 無限個の集合 A� (� ⇤ �) の和集合
�

�⇥�

A� は O に含まれる．

厳密には集合 Oがこの性質を満たすとき，集合の組 (X,O) のことを位相
空間と呼びます．また，開集合の集合のことを位相と呼ぶことがあります．
一番単純な位相空間は位相としては，

O = {X, ⌅} (3.7)

を採用するものがあります．この位相の場合，イメージとしては，「X の中
のすべての点はベタベタにくっついている」ということになります．この
ような位相を密着位相 (dense topology)と呼びます．この位相の対極に
あるのが，つぎに示す開集合の集合です：

O = P(X) (3.8)

ここで P(X)は集合X のベキ集合です（この辺が曖昧な人は最初の章を読
み返すこと）．すなわち，X のあらゆる部分集合は開集合となります．こ
のような位相を離散位相 (discrete topology)と呼びます．この位相のイ
メージは「サラサラ」といったところです．すべての点が分離している感
じになります．
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その他の位相はこの２つの位相の間にあります．一般的な位相空間にお
ける近傍とは何なのか考えてみます．この空間にはユークリッド空間のよ
うに距離が定義されていませんので，長さを測ることができません．従っ
て，前述のような近傍の定義は意味を持ちません．実は，あるX の部分集
合 Y が位相空間 (X,O)の点 pの近傍であるとは，ある開集合 A ⇤ O が存
在して，

{p} ⇥ A ⇥ Y (3.9)

とすることができることです．Y が開集合であるとき，Y を開近傍と呼び
ます．

3.4 部分集合の位相
我々の良く知っているユークリッド空間は位相空間です．ユークリッド
空間の開集合が何であるのかという部分についてはここでは深く考えない
ことにします．常識的に，「端を含まない集合は開集合である」と考えるこ
とにしましょう．
ここでは，ある位相空間の部分集合が位相空間になれるかどうかについ
て考えてみます．たとえば，ユークリッド空間の部分集合である正方形に
対応する点の集合は位相空間でしょうか．

R = {(x, y) ⇤ R2 | 0 � x, y � 1} (3.10)

という集合は位相空間になれるでしょうか．もちろん「位相空間になれる」
という意味は適当な開集合の集合を決めることが出来て，それによって，位
相空間として定義できるかということです．
これについては，まず，抽象的なレベルで考えてみます．ある位相空間

X とその開集合族 Oがあるとします．このとき，X の部分集合 Y の位相
をうまく決めることを考えます．Y ⇥ X ですので，適当な s ⇤ O について
s� = s ⇧ Y はX の部分集合となります．このような集合を集めて開集合族
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の満たすべき性質



特殊な位相空間

• 密着位相（dense topology）

• 離散位相（discrete topology）
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その他の位相はこの２つの位相の間にあります．一般的な位相空間にお
ける近傍とは何なのか考えてみます．この空間にはユークリッド空間のよ
うに距離が定義されていませんので，長さを測ることができません．従っ
て，前述のような近傍の定義は意味を持ちません．実は，あるX の部分集
合 Y が位相空間 (X,O)の点 pの近傍であるとは，ある開集合 A ⇤ O が存
在して，

{p} ⇥ A ⇥ Y (3.9)

とすることができることです．Y が開集合であるとき，Y を開近傍と呼び
ます．

3.4 部分集合の位相
我々の良く知っているユークリッド空間は位相空間です．ユークリッド
空間の開集合が何であるのかという部分についてはここでは深く考えない
ことにします．常識的に，「端を含まない集合は開集合である」と考えるこ
とにしましょう．
ここでは，ある位相空間の部分集合が位相空間になれるかどうかについ
て考えてみます．たとえば，ユークリッド空間の部分集合である正方形に
対応する点の集合は位相空間でしょうか．

R = {(x, y) ⇤ R2 | 0 � x, y � 1} (3.10)

という集合は位相空間になれるでしょうか．もちろん「位相空間になれる」
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という意味は適当な開集合の集合を決めることが出来て，それによって，位
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Xのべき集合

ベタベタ

サラサラ

何でも分離することができる

何も分離できない



一般の位相空間の近傍とは何か

• 「点pの近傍Nである」とは，N⊃M⊃{p}となる開集合
Mが存在するような部分集合Nのことである．
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p
N

MNが開集合であ
る必要はない



密着位相空間の場合

• 任意の点pの近傍は全体集合Xのみ

• Xの開集合はXか空集合である．Xを含む集合はXの
みである．
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p
pを含む開集
合はXのみ

X

N⊃X⊃{p}



離散位相空間の場合

• ある点pを含むどのような集合も近傍となる

• どのようなXの部分集合も開集合なので，そのう
ちpを含むものはすべてpの近傍となる．
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X

p
どのような部分集
合も近傍となる

{p}はpの近傍である

{p}
{q}

q

異なる２点はすべてそれぞれの近傍で
分離することができる

ハウスドルフ空間



閉集合とは

• 補集合が開集合となる集合を閉集合 (closed set)と
呼ぶ．

• 空間全体Xや空集合は開集合であり，Xc = Φ， Φc=X

なのでこれらは閉集合であり開集合である．
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A,B � C � A �B � C

C

A� � C (� � �)�
�

���

A� � C



連結性について

• 空間Xが連結であるとは，Xのある部分集合Aで閉集
合でありかつ開集合であるものがとれないことであ
る．ただし，Aは空集合でもX自身ではない．
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A Ac

A∪ Ac = X

密着位相⇒連結 離散位相⇒１点以外のどのよ
うな部分空間も連結ではない



ユークリッド空間の位相は
どのように定めるか

• 我々の良く知っているユークリッド空間の位相はど
のように定義するか．

• ユークリッド空間の開集合とは，開区間の和集合
によって表現されるものの全体．ただし，開区間
とは，

と表現できる部分集合のこと．
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{(x1, x2, . . . , xn) | a1 < x1 < b1, . . . , an < xn < bn}

これのことを「基」という



チャレンジ問題

• ユークリッド平面上の周を含まない円盤が開集合で
あることを証明せよ．
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チャレンジ問題（解答編）

• 原点を中心とする半径１の円盤Uはつぎのように表
現できる：
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U =
⋃

0≤t≤1

{

(x, y) | |x| < t, |y| <
√

1 − t2
}

1

1

0
x

y



部分空間の位相

• 空間全体について議論するだけでは，議論できる空
間の範囲が狭い．ある位相空間の一部を切り取った
ような空間の位相はどのように定めるか考えてみ
る．

• たとえば，つぎの空間の位相はどのように決める
か？
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を採用するものがあります．この位相の場合，イメージとしては，「X の中
のすべての点はベタベタにくっついている」ということになります．この
ような位相を密着位相 (dense topology)と呼びます．この位相の対極に
あるのが，つぎに示す開集合の集合です：
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ここで P(X)は集合X のベキ集合です（この辺が曖昧な人は最初の章を読
み返すこと）．すなわち，X のあらゆる部分集合は開集合となります．こ
のような位相を離散位相 (discrete topology)と呼びます．この位相のイ
メージは「サラサラ」といったところです．すべての点が分離している感
じになります．
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その他の位相はこの２つの位相の間にあります．一般的な位相空間にお
ける近傍とは何なのか考えてみます．この空間にはユークリッド空間のよ
うに距離が定義されていませんので，長さを測ることができません．従っ
て，前述のような近傍の定義は意味を持ちません．実は，あるX の部分集
合 Y が位相空間 (X,O)の点 pの近傍であるとは，ある開集合 A ⇤ O が存
在して，

{p} ⇥ A ⇥ Y (3.9)

とすることができることです．Y が開集合であるとき，Y を開近傍と呼び
ます．

3.4 部分集合の位相
我々の良く知っているユークリッド空間は位相空間です．ユークリッド
空間の開集合が何であるのかという部分についてはここでは深く考えない
ことにします．常識的に，「端を含まない集合は開集合である」と考えるこ
とにしましょう．
ここでは，ある位相空間の部分集合が位相空間になれるかどうかについ
て考えてみます．たとえば，ユークリッド空間の部分集合である正方形に
対応する点の集合は位相空間でしょうか．

R = {(x, y) ⇤ R2 | 0 � x, y � 1} (3.10)

という集合は位相空間になれるでしょうか．もちろん「位相空間になれる」
という意味は適当な開集合の集合を決めることが出来て，それによって，位
相空間として定義できるかということです．
これについては，まず，抽象的なレベルで考えてみます．ある位相空間

X とその開集合族 Oがあるとします．このとき，X の部分集合 Y の位相
をうまく決めることを考えます．Y ⇥ X ですので，適当な s ⇤ O について
s� = s ⇧ Y はX の部分集合となります．このような集合を集めて開集合族
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正方形



部分空間の位相

• ある位相空間Xの部分集合Yの開集合をつぎのよう
に定めることができる．
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OY = {m ∩ Y | m ∈ OX}

Xの開集合Yの開集合

Y ⊂ X



前述の開集合族は開集合の定義を満たすか(1)

• この集合族は空集合と全体集合 (Y)を含む

• Yの２つの開集合はつぎのように書ける．

よって，
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m1 = n1 ∩ Y, m2 = n2 ∩ Y

m1 ∩ m2 = (n1 ∩ Y ) ∩ (n2 ∩ Y ) = (n1 ∩ n2) ∩ Y

これはYの開集合



前述の開集合族は開集合の定義を満たすか(2)

無限個のYの開集合はつぎのように書くことができる．

したがって，
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mλ = nλ ∩ Y

⋃

λ∈Λ

mλ =
⋃

λ∈Λ

(nλ ∩ Y ) =

(

⋃

λ∈Λ

nλ

)

∩ Y

これはYの開集合
以上より，この方法で定義される
開集合族は定義に矛盾しない



正方形の開集合族

• 正方形の場合，以下のような矩形領域（境界を含ま
ない）とYの共通部分をいくつか（無限個でも良
い）和集合をとったものが開集合族となる．
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とします．すなわち，
O� = {s ⇧ Y | s � O} (3.11)

とおきます．この集合が開集合の前述の公理を満たすかどうかが問題です．
実はこの事実を検証するのは，簡単です．まず，ここでは Y が全体集合で
すから，

Y � O�, ⌅ � O� (3.12)

である必要がありますが，X � Oであり，X ⇧ Y = Y であることから自
明です．また，O� ⇥ s�, t� についてこれらは，適当な s, t � Oが存在して，
s� = s ⇧ Y , t� = t ⇧ Y となります．さらに s ⇧ t � Oです．以上より，

s� ⇧ t� = (s ⇧ Y ) ⇧ (t ⇧ Y ) = (s ⇧ t) ⇧ Y � O� (3.13)

となりますから，s�, t� の共通部分は開集合となります．
さらに，適当な開集合の列 A�

�(� � �)については，それぞれの開集合に
ついて A�

� = A� ⇧ Y となる列 A� � Oが存在します．従いまして，

⌅

�⇥�

A�
� =

⌅

�⇥�

(A� ⇧ Y ) =

�
⌅

�⇥�

A�

⇥
⇧ Y � O� (3.14)

となります．以上より，O�は開集合族の公理を満たすことになり，Y とO�

は位相空間となります．
ここからわかったことは，ある位相空間が存在すれば，そこから一部を
切り取った集合も位相空間になるということです．このとき，その開集合
族は，もとの集合のそれぞれの開集合と切り取った空間の共通部分を集め
た集合とすればよいということです．
この結果を前述の正方形の例に適用してみましょう．図 3.4において，正
方形 Y の開集合はもちろん Y の部分集合でなければいけません．Y を含
むユークリッド平面上の開集合として，端を含まない矩形 A, B, C があり
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図 3.4: 位相空間としての正方形の開集合

前述のように，Y の開集合にするためには，Y との共通部分をとります．
この場合，Aについては，Y との共通部分で左側の辺のみが境界を含むも
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3.5 予習問題
1. 2点より構成される集合 S = {p, q} の位相をすべて書いてください．

2. 3点より構成される集合 S = {p, q, r}の位相は何種類ありますか．

3. 補集合が開集合になっている集合を閉集合と呼ぶ．閉集合について成
り立つ性質を列挙せよ．

4. ある点 pが集合 X の境界であるとは pの任意の近傍に N(p) につい
て X

⇤
N(p) ⇤= ⌅ かつ Xc

⇤
N(p) ⇤= ⌅となることであると定義した

とき，つぎの問いに答えてください．

(a) 実数 Rの部分集合である有理数の集合Qの境界は何でしょうか？

(b) 実数 R の部分集合である整数の集合 Z の境界は何でしょうか？
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貼り合わせることの位相的な根拠

• 辺を重ねて貼り合わせるということはどういうこと
か？
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図 5.6: ２つの図形を貼り合わせる

きます．その分類されたそれぞれの類を要素とする集合を同値類といいま
した．
ここで図 5.6に示すような２つの図形A, Bがあるとします．この２つの

図形を貼り合わせます．この場合，どのように考えればよいでしょうか．こ
の場合，X = A ⇤Bという集合を考え，その上の同値関係を考えます．た
だし，X のほとんどの点 xについては，単に x � xという関係のみ成り立
ちますが，x ⇥ I1の場合には，それに対応する I2上の点 y と x � yという
関係が成り立つとします．このような関係を考えると �は同値関係となり
ます．この同値関係で集合 X を割った商集合 X/ � はほとんど X と同じ
ですが，Aと Bの境界のところで接合されたものとなります．このとき問
題となるのは，X の位相です．すなわち，X の開集合をどのように定める
かということです．
一般に，ある同値類 �に関する商集合 X/ �の位相はもとの集合 X の
開集合を Oとします．さらに，写像 �を X から X/ � への自然な写像と
します．すなわち，ある点がある類に入っていたら，その類へ対応づける
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図 5.7: 円柱とメビウスの輪の展開図

ような写像です．すると，X/ �の開集合は

O⇥ = {O ⇥ X/ � | ��1(O) ⇥ O} (5.1)

と定義されます．図 5.6では右の点線で示された部分集合は開集合となり
ます．なぜならば，それの原像であるA上の半円とB上の半円の和集合は
X = A ⇤B上での開集合となっているからです．それはそれぞれの半円が
開集合となっているからです．
この章のこれ以降の部分では，とくにこのように図形の開集合について
いちいち考えることはしません．最初に示したように，図形は辺どうしを
貼り合わせることによって繋ぐという直感的な解説をしますが，もし，そ
の説明でわからなくなったら，集合の位相構造まで戻って考える必要があ
ります．

5.3 展開図で表現された色々な面
ここでは貼り合わせによって得られる色々な面について考えてみます．
我々が最も良く知っている図形から始めます．
まず，円柱面です．これは四角状の紙のある端どうしを貼り合わせたも
のです．図 5.7の左の展開図は右のような円柱面を表します．これに対し
て，同じように端どうしを貼り合わせた図形ではありますが，図 5.7の右
側にあるような，方向を逆にして貼り合わせた図形を考えることができま
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貼り合わせは同値類を考える

• 貼り合わせるということは，本来別の位置にある別
の点を同じ点であると考えること．

• 位相空間では距離がない．集合とその開集合族が矛
盾無く決定できれば良い．
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X O

A ∪ B 上の同値関係を定義する

図 5.6: ２つの図形を貼り合わせる
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•貼り合わせる辺上にない点に
ついてはx～xのみ
•辺上の点ついては対応する点
x，yについてx～yと定義する．

(A ∪ B)/ ∼

を考える



開集合族はどう決定するのか

• (A∪B) / ～の集合族をどのように決定するのか？
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πはXから同値類X/～への自然な写像

X = A ∪ B

O = OA ∪OB

π : X → X/ ∼

O⇥ = {O � X/ ⇥ | ��1(O) ⇤ O}
図 5.6: ２つの図形を貼り合わせる
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図で見れば明らか

• 実際の貼り合わせは図で見れば明かである．

35
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練習問題

• ユークリッド平面の半平面 H = {(x, y) | x > 0}が開集合
であることを証明せよ

• 一般の半平面 H = {(x, y) | ax + by > 0} が開集合である
ことを証明せよ．ただし，a = b = 0ではない．

ヒント：開集合の和集合は開集合である．
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まとめ

• 集合とその集合の開集合族を定義することによって
位相空間を定義することができる．

• 位相空間では距離は定義されないが，「近さ」の目
安となる近傍を定義することができる．

• もとの集合に位相が定義されていれば，その部分集
合にその位相を用いて位相を定義することできる．
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前回の復習

• 位相空間とは，
集合＋開集合の集合（集合族）

38

図 3.1: 区間 (1, 2)とそれに含まれる ⇤近傍

ある集合Xが開集合であるということは，任意の点 p ⌅ Xについて，あ
る ⇤が存在して，N⇤(p) ⇤ X となるものが常にとれると定義します．この
ように定義したときに我々の直感と一致するかどうかを確かめてみます．
まず，区間 I = (1, 2)は開集合であると我々は信じています．この定義に

照らし合わせてそうなっているでしょうか．ある数 1 < p < 2をとってみ
ます．このとき，⇤ = min{2 � p, p � 1}/2と定義すれば，N⇤(p) ⇤ I とな
ります（図 3.1参照）．
ここでまず，⇤近傍について考えてみます．これ自体開集合でしょうか．

実は ⇤近傍は開集合です．一般の「近傍」を定義していませんので，厳密
には言えませんが，近傍は必ずしも開集合である必要がありません．開集
合になっている近傍を開近傍と呼びます．つぎの性質が成り立ちます．

性質 5 ⇤近傍は開集合である．

この性質を証明してみます．実は，この証明は前述の区間の議論とほと
んど同じです．まず，適当な点 q ⌅ N⇤(p) をとりますと，これに対して，
� = (⇤� d(q, p))/2 と置きます．これより，N�(q)の点 rと pの距離を考え
ますと，

d(r, p) ⇥ d(r, q) + d(q, p) ⇥ (⇤� d(p, q))/2 + d(p, q)

= ⇤/2 + d(p, q)/2 < ⇤/2 + ⇤/2 = ⇤ (3.4)

となり，r ⌅ N⇤ となります．
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図 3.2: ２つの開集合の共通部分

さらに，一般のユークリッド空間の中の図形（集合）についてつぎの性
質が成り立ちます．

性質 6 X を適当なユークリッド空間であるとする．

1. X はそれ自体は開集合である．

2. 空集合 ⇧は開集合である．

3. ２つの集合A,Bが開集合であれば，その共通部分A⌃Bは開集合で
ある．

4. 任意個の開集合 A⇥ (⇥ ⌅ �) の和集合
�

⇥��

A⇥ は開集合である．

これらの性質のうち最初の２つは自明です．空集合が開集合であるのは，
そこから元をとることができないからです．３つ目の性質についてまず考
えてみます．p ⌅ A ⌃ B となる任意の pについて，その ⇤近傍を考えてみ
ます．A, B はそれぞれ開集合であるから，Aや B に含まれる pの近傍を
とることが可能です．その２つの近傍のうち，小さいほうの近傍をとれば，
それは A, B 共通の近傍ということになり，これは A ⌃B に含まれること
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開集合について

• 位相空間で開集合が多ければ，より分離しやすく，
点どうしが離れていることになる．

• 位相空間で開集合が少なければ，分離しにくく，点
どうしがくっついているイメージになる．

• ある点pの近傍Nとは，N⊇X⊇{p} となる開集合Xが存
在するような集合のことである．
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写像の原像について（復習）

• 集合AからBへの写像において，適当なBの部分集合
Xの原像とは

40

f−1(X) = {x ∈ A | f(x) ∈ X}

A
B

X
f−1(X)

f : A → B

x f(x)



原像の例

• 行き先として不適格なものの原像は空集合となる
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f(x) = x2
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f−1({−1}) = ∅

開区間

f−1((−1, 1)) = (−1, 1)
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連続でないグラフ

• 以下のグラフは連続ではない．

• このグラフはなぜ連続でないのか．
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f(x) =

{

x2 (x ≥ 2)
x3/8 (x < 2)



連続であることをどのように形式化するか

• 個別の点が関数によってどのように写像されるかを
考えただけでは何も判断できない．

• 「つながっている」という情報を用いないといけな
い
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xの近傍

f(x)の近傍

x

f(x)



連続である場合について検証する(1)

• 以下のケースは経験的に連続である．

• 近いものは近い場所に移される．
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近傍が近傍に移さ
れればよいのか？



連続である場合について検証する(2)

• 以下のケースも経験的に連続である．

• 近いものは近い場所に移されるが，近傍に移らない
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近傍は近傍にうつ
されない？

しかし，これは
連続である．



連続である場合について検証する(3)

• このケースは経験的に連続である．

• 発想を逆転させる．
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yの近傍をこの写
像で戻すと？

これは近傍である



特定の点における連続の定義

• ある関数 y = f(x) が x = x1 で連続であるとは，f(x1)の
任意の近傍Nの原像f-1(N)がx1の近傍になっているこ
とである．
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x1

f(x1)
N

f-1(N)



関数としての連続性

• X, Yが位相空間であるとして，ある関数f: X→Y が連
続であるということはYの任意の開集合Pの
原像f-1(P)が開集合となることである．
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X Y

f
P

f-1(P)



反比例のグラフは連続関数にできるか？

• 反比例のグラフは連続ではない（と思える）．

• これは x = 0においてとる点が存在しないからである．
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f(x) =
�

a (x = 0)
1/x (x �= 0)

と定義する

a = 0ならば
f�1(N�(0)) = {0} ⇥ {x|x > 1/�} ⇥ {x|x < �1/�}

a ≠ 0ならば
f�1(N�(a)) = {0} ⇥ {x|1/(a + �) < x < 1/(a� �)}

開集合ではない



数列が収束するとはどういうことか

• 数列が収束するということを普通，

のように書く．もちろん普通の整数は∞を含まな
い．この式の意味するところはつぎのとおり：
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⇤⇥ > 0 ⌅n0 s.t. n > n0 ⇥ |an � �| < ⇥

lim
n�⇥

an = �



極限を用いた連続の定義について (1)

• 普通の解析学では，ある数x0において関数f(x)が連続
であることをつぎのように定義する：

• このことを「ε-δ論法」で書くと，
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∀ε > 0∃δ > 0 s.t.∀x[|x − x0| < δ ⇒ |f(x) − f(x0)| < ε]

lim
x→x0

f(x) = f(x0)

⇥⇥ > 0 ⇤� > 0 s.t. f(N�(x0)) � N⇥(f(x0))

⇥⇥ > 0 ⇤� > 0 s.t. N�(x0) � f�1(N⇥(f(x0)))

xのδ近傍 f(x)のε近傍の原像



極限を用いた連続の定義について (2)

• 位相空間では任意の開集合の原像が開集合であれば連続
であった．それは実数から実数への写像でも言える．
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⇥⇥ > 0 ⇤� > 0 s.t. N�(x0) � f�1(N⇥(f(x0)))

xのδ近傍 f(x)のε近傍の原像

任意の開区間はいく
つかの点の近傍とし
書くことができる

x0

f(x0)

①開集合をとる
②この開集合の任意の点と
その近傍を考える．

③その点yに至る点xが存在す
れば，xの近傍でfによるyの近
傍の原像に入るものがある．④この集合は開集合である



位相空間における１点での連続性

• 位相空間において，ある点xで連続であるというこ
とは，f(x)の任意の近傍の原像がxの近傍になること
である．

• 【復習】Pがxの近傍であるとは，P⊇Q⊇{x}となる開
集合Qが存在することである．
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位相同形とは

• ２つの位相空間（図形）X, Yが位相同形であると
は，XからYへの写像 f が存在して，f,  f-1が連続な１
対１の写像であることである．
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双方向連続

f

{(x, y) | x
2 + y

2 ≤ 1} {(x, y) | |x|, |y| ≤ 1}

(x, y) !→ (X,Y )

(X,Y ) =
√

x2 + y2)(1, y/x)(y > x)

飛びがない



位相幾何学とは

• 位相幾何学とは位相同形な図形に共通する性質につ
いて研究する数学の一分野である．

• 位相同形な図形はすべて同じ図形であると考える．
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実数軸と円環の対応

• 円環から実数軸への対応を考える
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(x, y)

t

円環から一点Xを除いたものと実軸は１対１に対
応させることができる．これは連続な対応か？

X



円環と実数軸を同相にするには

• 実数軸に点を付加して１対１写像を作る．

• 連続写像を定義できるように開集合を定める．
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(x, y)

t

X

＋
∞

∞を含んで両脇に出てくるような区間も開区間であると考える

無限遠点

ステレオグラフィック写像



教科書の例

• 円盤から裂けた円盤への写像
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f�1



穴のあいた矩形と穴があいていない矩形(1)

• 直感的に言えば，穴があいていれば位相同形ではな
い．
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についてはちょっと気になりますが，とりあえず，この定義で先へ行くこと
にします．ある関数が連続であるということを定義します．

定義 2 実数から実数への１変数関数 y = f(x)が連続関数であるということ
は，すべての実数について，その点において連続であるということである．

これによって，１変数の実数関数の連続性を定義することができました1．
この定義について見てみます．実は，高等学校で x1での連続性を定義す

る場合，
lim

x⇥x1
f(x) = f(x1) (4.5)

という条件であるという説明をします．この場合，xを x1へ近づけるとき，
大きい方から近づける方法と小さい方から近づける方法が考えられ，それ
ぞれについて上の式がなりたつときそれぞれ「右連続」，「左連続」と呼ん
だりしました．今，どちらから近づけても上の式が成り立っていると考え
ます．このとき，先ほど定義した連続性とどのように関係するか考えてみ
ます．

4.2 平らな場所から平らな場所への写像の連続性
今度は正方形から正方形への写像について考えます．まず，図 4.3を見て

ください．ここでは左の正方形Aの点をから右の正方形Bの点に写像しま
す．この写像 f は対応する同じ位置へ写像するものとします．このような
写像の場合，直感的には f は連続であると思えます．なぜならば，Aの中
でちょっと動くと写像された点はBの中で連続的に動くと思えるからです．
xy座標を導入して，この写像を

f(x, y) = (x, y) (4.6)

1この定義は厳密に言うと「各点での連続性」です．関数全体として連続であるという概念
として「一様連続」という考え方がありますが，ここでは触れません．

41

図 4.3: 正方形から正方形への恒等写像

と書くことにします．もし，写像として

g(x, y) = (x, y2), (0 � x, y � 1) (4.7)

を定義するとどうなるでしょうか．この場合も直感的には y座標が変更さ
れます．はたして連続写像となるでしょうか．実は，この場合には連続写
像になります．適当な矩形状の領域

r(x1, y1, x2, y2) = {(x, y) | x1 � x � x2かつ y1 � y � y2} (4.8)

がどのように写像されるかを考えて，適当な開集合は適当な矩形状の領域
の和集合として表現できると考えれば，g�1(r(x1, y1, x2, y2))もまた矩形領
域となりますので，その和集合は開集合となります．従って，Bの中の適当
な開集合の原像は開集合となり，写像 gは連続写像ということになります．
これに対して，穴の空いた正方形 B⇤ を考え，そこへの写像を考えます

（図 4.4参照）． B⇤ は

B⇤ = B \ {(x, y) | 0.25 < x < 0.75かつ 0.25 < y < 0.75} (4.9)

とします．このとき，Aから B⇤ への写像 hは，

h(x, y) =

�
(0.75, y) (0.25 < x < 0.75かつ 0.25 < y < 0.75)
(x, y) (その他)

(4.10)

このように定義すると Aの点はすべて B⇤ 上の点へ写像されます．直感的
にいえば，A上の点でB⇤の穴に対応しない部分の点については恒等写像で
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についてはちょっと気になりますが，とりあえず，この定義で先へ行くこと
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写像の場合，直感的には f は連続であると思えます．なぜならば，Aの中
でちょっと動くと写像された点はBの中で連続的に動くと思えるからです．
xy座標を導入して，この写像を

f(x, y) = (x, y) (4.6)

1この定義は厳密に言うと「各点での連続性」です．関数全体として連続であるという概念
として「一様連続」という考え方がありますが，ここでは触れません．
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図 4.3: 正方形から正方形への恒等写像

と書くことにします．もし，写像として

g(x, y) = (x, y2), (0 � x, y � 1) (4.7)

を定義するとどうなるでしょうか．この場合も直感的には y座標が変更さ
れます．はたして連続写像となるでしょうか．実は，この場合には連続写
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r(x1, y1, x2, y2) = {(x, y) | x1 � x � x2かつ y1 � y � y2} (4.8)

がどのように写像されるかを考えて，適当な開集合は適当な矩形状の領域
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このような写像で対応させ
ても連続写像となる

0 1

1

0 1

1



穴のあいた矩形と穴があいていない矩形(2)

• B’に穴が空いて
いる場合には工
夫しても連続写
像にできない．
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図 4.4: 正方形から穴の空いた正方形への恒等写像

図 4.5: 正方形から穴の空いた正方形への恒等写像, ある領域とその原像

あり，穴にさしかかってしまった場合には，x座標を強制的に 0.75にして
y 座標は変えません．これによってB⇥の穴の中に落ちてしまうのを避けて
います．このようにしたとき，A上で点を動かして，穴に対応する部分に
さしかかると，急に x座標が 0.75へジャンプしたように見えます．すなわ
ち，直感的には，この写像は絶対に連続写像ではありません．
それを検証してみましょう．実はこの写像が連続でないことは，原像を

調べればすぐにわかります．図 4.5を見てください．B⇥ に内部の穴を中心
とする開集合を考えます．この集合の原像は，穴の中に対応する点がB⇥の
中の線分上に集約されていることから，小さなの長方形になります．問題
はこの長方形が完全に開集合とはならず，右の辺上の点を含んでしまうこ
とです．これは，穴の内部に対応する点はすべて B’上の右側の穴の縁に飛
んでしまうことによります．
これより，hは連続写像でないことがわかります．直感的には，穴があい
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ているので，どうやってもどこかでジャンプが発生してしまって連続な写
像を構成することは難しくなります．
ここまで見てきて，我々がここで用いた定義は使えそうであるというこ
とがわかります．そこでつぎの節では正式に連続ということを定義してみ
ます．

4.3 一般の位相空間での連続性の定義
一般の位相空間の間の写像における連続性はどうすればよいでしょうか．
これは前節までの議論からある程度方向付けができています．これまでの
議論をふまえて定義します．

定義 3 位相空間 AからBへの写像 f が連続であるとは，B上の任意の開
集合 U についてその原像 f�1(U)がつねに開集合になることである．

実はこのように定義すると全く問題は起こりません．これが一般的な定
義ということになります．注意して頂きたいのは，連続性というものには
方向性があるということです．ある連続写像の逆写像が連続でないという
ような例はいくらでも存在するということです．
たとえば，前節の例で，B⇥ から A への写像 h⇥ で，それぞれ対応する点
の座標を変えないようなものを考えます．この写像は連続です．適当な開
集合を A上にとると，それに対応する B⇥ 上の領域の切り取りが原像にな
ります．これは，常に B⇥ 上の開集合となります（図 4.6参照）．

4.4 2つの図形が同相であるということ
実はトポロジーを論じる場合，連続性が基本となります．我々はこれか
ら，位相的に同等であるような集合を同一視して，同等な図形に共通する
性質を導き出すことを考えます．そのために，ここでは「同相」という概
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についてはちょっと気になりますが，とりあえず，この定義で先へ行くこと
にします．ある関数が連続であるということを定義します．

定義 2 実数から実数への１変数関数 y = f(x)が連続関数であるということ
は，すべての実数について，その点において連続であるということである．

これによって，１変数の実数関数の連続性を定義することができました1．
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xy座標を導入して，この写像を
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図 4.3: 正方形から正方形への恒等写像
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（図 4.4参照）． B⇤ は

B⇤ = B \ {(x, y) | 0.25 < x < 0.75かつ 0.25 < y < 0.75} (4.9)

とします．このとき，Aから B⇤ への写像 hは，

h(x, y) =

�
(0.75, y) (0.25 < x < 0.75かつ 0.25 < y < 0.75)
(x, y) (その他)

(4.10)

このように定義すると Aの点はすべて B⇤ 上の点へ写像されます．直感的
にいえば，A上の点でB⇤の穴に対応しない部分の点については恒等写像で
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たとえば，

連続でない



穴のあいた矩形と穴があいていない矩形(3)

• B’に穴が空いて
いる場合には工
夫しても連続写
像にできない．

• １対１の対応を
確保するために
穴の片側の境界
を含める
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図 4.4: 正方形から穴の空いた正方形への恒等写像

図 4.5: 正方形から穴の空いた正方形への恒等写像, ある領域とその原像

あり，穴にさしかかってしまった場合には，x座標を強制的に 0.75にして
y 座標は変えません．これによってB⇥の穴の中に落ちてしまうのを避けて
います．このようにしたとき，A上で点を動かして，穴に対応する部分に
さしかかると，急に x座標が 0.75へジャンプしたように見えます．すなわ
ち，直感的には，この写像は絶対に連続写像ではありません．
それを検証してみましょう．実はこの写像が連続でないことは，原像を

調べればすぐにわかります．図 4.5を見てください．B⇥ に内部の穴を中心
とする開集合を考えます．この集合の原像は，穴の中に対応する点がB⇥の
中の線分上に集約されていることから，小さなの長方形になります．問題
はこの長方形が完全に開集合とはならず，右の辺上の点を含んでしまうこ
とです．これは，穴の内部に対応する点はすべて B’上の右側の穴の縁に飛
んでしまうことによります．
これより，hは連続写像でないことがわかります．直感的には，穴があい
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ているので，どうやってもどこかでジャンプが発生してしまって連続な写
像を構成することは難しくなります．
ここまで見てきて，我々がここで用いた定義は使えそうであるというこ
とがわかります．そこでつぎの節では正式に連続ということを定義してみ
ます．

4.3 一般の位相空間での連続性の定義
一般の位相空間の間の写像における連続性はどうすればよいでしょうか．
これは前節までの議論からある程度方向付けができています．これまでの
議論をふまえて定義します．

定義 3 位相空間 AからBへの写像 f が連続であるとは，B上の任意の開
集合 U についてその原像 f�1(U)がつねに開集合になることである．

実はこのように定義すると全く問題は起こりません．これが一般的な定
義ということになります．注意して頂きたいのは，連続性というものには
方向性があるということです．ある連続写像の逆写像が連続でないという
ような例はいくらでも存在するということです．
たとえば，前節の例で，B⇥ から A への写像 h⇥ で，それぞれ対応する点
の座標を変えないようなものを考えます．この写像は連続です．適当な開
集合を A上にとると，それに対応する B⇥ 上の領域の切り取りが原像にな
ります．これは，常に B⇥ 上の開集合となります（図 4.6参照）．

4.4 2つの図形が同相であるということ
実はトポロジーを論じる場合，連続性が基本となります．我々はこれか
ら，位相的に同等であるような集合を同一視して，同等な図形に共通する
性質を導き出すことを考えます．そのために，ここでは「同相」という概
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h′(x, y) =

⎧

⎨

⎩

(x, y) (0.25 < y < 0.75)
(x/2, y) (x ≤ 0.5)
((x − 0.5)/2 + 0.75, y) (x > 0.5)

y < 0.25 or y > 0.75



もう一つの不連続の例
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連続写像

不連続写像



位相不変量

• 位相不変量とは，ある図形Xから計算される量m(X)

のことで，

　　　XとYが位相同形 ⇒ m(X) = m(Y)

となるmのことである．

• 注意しなければならないのは逆が成り立たないこと
である．逆が成り立つ場合，完全位相不変量とい
う．このようなものは見つかっていない．
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オイラー数は位相不変量

• 第2回の講義で取り上げたオイラー数は位相不変量
である．すなわち，位相同形な図形についてオイラ
ー数を計算すると，同じ値になる．ただし，オイラ
ー数が同じだからといって，位相同形であるとは言
えない．
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よく知られた位相不変量

• ポアンカレの基本群

• （ホモロジー群）

• （ベッチ数）
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これらは群であるので，
単純な数ではない．


