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集合に付加される色々な構造

• 位相空間＝集合＋開集合族

• 距離空間＝集合＋距離

• 代数構造＝集合＋演算

• 順序構造＝集合＋順序
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たとえば，整数の
集合はいくつかの
側面がある

集合に色々な構造を付加する
ことによって多様な現象を表
現することができる



色々な代数構造

• 半群 (semigroup) ⇒ 正の整数の全体

• モノイド (monoid) ⇒ 文字列の集合（空列を含む）

• 群 (group) ⇒ ベクトル空間，行列の積の集合

• 環 (ring) ⇒ 多項式，整数の集合

• 体 (field) ⇒ 実数，有理数の集合，有理式の集合

3

単純

複雑
色々なことが言える．現実の
現象に適用しづらい

なかなか特定の性質が
言いづらい

Σ
∗



群はポピュラーな構造としては最も単純

• ある程度の性質が成り立つ代数構造の中で最も単純
なものが群 (group) である.

• 我々が知っている多くの対象が群として捉えること
ができる．

• 例：整数，分数などの数．ベクトル空間．行列の積
の空間．符号の空間
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群とは何か（定義）

• 群 (group) は集合 X と X の任意の2つの元 a, b の間に
定義された演算 * によって a * b が定義される世界であ
る．ただし，演算はつぎの性質を満たす

• a * b ∈ X（閉じていること）

• (a * b ) * c = a * (b * c)　（結合則）

• a * e = e * a = a となる元 e が存在する（単位元の存
在）．

• 任意のaについてa * b = b * a = e となる b = a-1が存在
する （逆元の存在）．
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群の例（整数の足し算，引き算）

• 整数の集合をZと書く．Zは足し算に関して群をな
す．

• なぜならば，

• (k + m) + n = k + (m + n)

• m + 0 = 0 + m = m

• m + (-m) = (-m) + m = 0

6



群でない例（整数のかけ算）

• 足し算に関して整数は群であるが，かけ算に関しては
群でない．

• k * (m * n) = (k * m) * n

• 1 * m = m * 1 = m

• m * n = 1 となる nが任意のmについて存在しない！

• そこで，1/m という数を考えると分数になる．分数
まで考えると，群になる．積について群になるよう
に要素を増やしたものが有理数の集合である．
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整数の符号について考える
（符号だけでも群になる）

• 整数の符号だけに着目する
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(+) × (+) = (+)
(-) × (+) = (-)
(+) × (-) = (-)
(-) × (-) = (+)

× + -

+ + -

- - +

演算表実際の演算

X = {(+), (-)} ←これは群となる

単位元



整数は積について群をなさないが…

• 整数は積について群をなさない．
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Y = { 1, -1 }　は積について群をなす

しかし

× 1 -1

1 1 -1

-1 -1 1

単位元



群の単位元は１つしかない！

• １つの群に２つ以上の単位元は存在しない．

• もし，２つあったとすると…

となり，同じになってしまう．
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e1e2 = e2 = e1



右逆元と左逆元は一致する

• 左側からかけた逆元（左逆元）と右からかけた逆元
は同じものである．
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a�1
1 a = e

aa�1
2 = e

a�1
1 = a�1

1 e = a�1
1 aa�1

2 = ea�1
2 = a�1

2



可換でない群の例

• U = {e, s, t, x, y, z}
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e s t x y z
e e s t x y z
s s t e y z x
t t e s z x y
x x z y e t s
y y x z s e t
z z y x t s e

これは群に
なっている

(sx)y = zy = t

s(xy) = ss = t

確認するのは大変

種明かしはあとから

3次の対称群



可換な群の例

• クラインの4元群
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図 6.3: クラインの四元群

6.3 群の例 – 数でないものを数のように扱う –

我々が群を考える場合，何かの行為を群の要素として，その行為を連続
して作用させることで演算を表現することがあります．このような群を作
用素群と呼ぶことがあります．
たとえば，図 6.3の左図ような四角形 ABCDを考えます．ここで，この

四角形を同じ四角形に重ねるような「ひっくり返し」として，図 6.3 の中央
のような ⇥ という作用，さらに右図のような �という作用を考えます．そ
れぞれの作用は２回連続して作用させるともとに戻ります．すなわち，

⇥2 = e, �2 = e (6.26)

が成り立ちます．ただし，「何もしない」という要素を eと書くことにしま
す．また，⇥ を実行してから � を実行するのと，� を実行してから ⇥ を実
行するのは同じ結果となります．すなわち，

⇥� = �⇥ (6.27)

となります．ただし，この結果は �と ⇥ とも異なるものです．ここから容
易に結論できることは，これらの作用は G = {e, ⇥,�, ⇥�}という４つの要
素の集合の中で閉じています．演算表を書けば，表 6.1のようになります．

67

表 6.1: クラインの四元群の演算表
e ⇥ � ⇥�

e e ⇥ � ⇥�

⇥ ⇥ e ⇥� �

� � ⇥� e ⇥

⇥� ⇥� � ⇥ e

この集合の要素は「作用」であり，この作用は４つの演算の間で閉じてい
て，さらに「何もしない」という要素 e が単位元となっていて，それ以外
の要素を自分自身を作用させると eになります．よって，Gは群となりま
す．この群はクラインの四元群と呼ばれるものです．実は，この群は

H =

⇤�
1 0
0 1

⇥
,

�
�1 0
0 1

⇥
,

�
1 0
0 �1

⇥
,

�
�1 0
0 �1

⇥⌅
(6.28)

という行列を要素とし，行列の積を演算とする群と同じものになります．実
は行列はそもそも作用を表すものであると解釈できます．
もちろん，要素の対応としては，

e ⇥
�

1 0
0 1

⇥
,

⇥ ⇥
�
�1 0
0 1

⇥
,

� ⇥
�

1 0
0 �1

⇥
,

⇥� ⇥
�
�1 0
0 �1

⇥
(6.29)

となります．このように見た目が違っても構造が同じような群どうしを同
形であると言います．
ここで示した群をさらに単純なものとして解釈することはできないでしょ

うか．我々は非常に単純な群として G1 = {1,�1}という群（要素は数で演
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実数から符号の世界へ

• 実数の集合（０以外）は積について群をなす．
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1.2

4/7

-π

+1

-1

R X

f(x × y) = f(x) × f(y)

f

準同形
RもXも群の構造をもっている



2で割ったあまりを考える

• 今度は整数の足し算の世界を考える．

15

Z

1

13

-56

X

-1

1
0

Y = {1, -1}

g(x + y) = g(x)g(y)

g

これも準同形

２で割り切れたら１
割り切れなければ−１



ベクトル空間も群である

• ベクトル空間も群になっている．

• ２つのベクトルの和はベクトルである．

• x + (y + z) = (x + y) + z

• あるベクトルxについてx + 0 = 0 + x = x．0は零ベ
クトルとする．

• あるベクトルxについてx + (-x) = (-x) + x = 0
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ベクトルを射影すると準同形

• 2次元のベクトル空間でx軸へ射影してみる

17

z=(x, y)

p(z) = x

p(z1 + z2) = p((x1, y1) + (x2, y2))
= p(x1 + x2, y1 + y2)) = x1 + x2

= p(z1) + p(z2)

準同形である

p((x, y)) = x



準同形 (homomorphism) とは

• 群の準同形とは，２つの群A, Bがあり，AからBへ写
像fが定義されているとき，

f(x + y) = f(x) + f(y)

という構造をもつこと．ただし，左辺の+はAの演算
であり，右辺の+はBの演算である．
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A B

x
y f

f(x)

f(y)

x + y f(x + y)



準同形のカーネルは群をなす(1)

• ２つの群A, Bの間に準同形fが存在すると仮定する．

• このとき，この準同形の核（カーネル）Ker fとは，

である．

• カーネルは群をなす．

19

Kerf = {x ∈ A | f(x) = 0}

A B

f 0

Kerf

f(e) = f(e + e) = f(e) + f(e)

カーネルの中に単位元がある
f(e) = 0 e ∈ Kerf



準同形のカーネルは群をなす(2)

• カーネルは演算に関して閉じている

• カーネルは逆元を含む

20

f(x + y) = f(x) + f(y) = 0 + 0 = 0

x, y ∈ Kerf ⇒ x + y ∈ Kerf

f(x) = 0

f(x−1) = f(x) + f(x−1) = f(x + x−1) = f(0) = 0



カーネルの例 (1)

• 2次元のベクトル空間と射影

21

z=(x, y)

p(z) = x

Kerp = {z = (x, y) | p((x, y)) = 0}
= x

Kerp = {(x, y) | x = 0} = {(0, y) | y ∈ R}

Kerp

0



カーネルの例 (2)

• 整数から2で割ったあまりへの準同形

22

Z

1

13

-56

X

-1

1
0

Y = {-1, 1}

g(x + y) = g(x)g(y)

g

g(x) = 1

↓

カーネルは
偶数の集合

割り切れたら１
割り切れなければ−１



3次の対称群はなぜ群か？(1)

• 以前の考察から3次の対称群は結合則が成り立てば
群である：s (t u) = (s t) u

• 実は，この集合の要素は３つの要素の置換であると
考えられる

23

算は数の積）を考えることができます．この群の要素を２つ並べた順序対
の集合を考えます1．順序対は座標ですから，つぎのような集合となります．

G2 = {(1, 1), (1,�1), (�1, 1), (�1,�1)} (6.30)

この集合の要素間に演算を導入します．ここでは，

(a1, b1) ⇥ (a2, b2) = (a1a2, b1b2) (6.31)

と定義すれば，問題は解決します（⇥はここでの演算を表す）．このように
して定義される群G2はやはりクラインの四元群と同形の群となります．実
は上のように，順序対を集めた集合（すなわち集合の直積）によって新し
くできた群のことを群の直積 と呼びます．
この節ではクラインの四元群を色々な形で表現しました．もちろん群の

構造としてはすべて同じであり，同じものを別の形で眺めているというこ
とになっています．
クラインの四元群はいささか単純すぎるので，もう少し複雑な群につい

て見てみます．やはり変換群なのですが，今度は 3つの記号 a, b, cについ
て考えます．これらの記号を入れ替えるという行為を考えます．例えば，
(a ⇤ b, b ⇤ a, c ⇤ c)のように置き換えを表現することができます．この記
号を用いて，

e = (a ⇤ a, b ⇤ b, c ⇤ c) (6.32)

x = (a ⇤ b, b ⇤ a, c ⇤ c) (6.33)

y = (a ⇤ c, b ⇤ b, c ⇤ a) (6.34)

z = (a ⇤ a, b ⇤ c, c ⇤ b) (6.35)

s = (a ⇤ b, b ⇤ c, c ⇤ a) (6.36)

t = (a ⇤ c, b ⇤ a, c ⇤ b) (6.37)

1順序対については第１回で説明した．覚えていない人は前に戻って復習してください
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実は，これらは３つ要素を入れ替えるすべての入れ替え方を表しています．
これらの要素をすべて集めて，

S3 = {e, x, y, z, s, t} (6.38)

とすると群になります．このような群のことを対称群 (symmetric group)

と呼びます．この場合３つ要素を入れ替えるので特に「３次の対称群」と
呼びます．一般に n個の要素を入れ替えるすべての方法を列挙する群のこ
とを「n次の対称群」と呼びます．これらは入れ替えですから，容易に演算
を行うことができます．たとえば，

xy = (a ⇤ b, b ⇤ a, c ⇤ c) (a ⇤ c, b ⇤ b, c ⇤ a)

= (a ⇤ b, b ⇤ c, c ⇤ a) = s (6.39)

となります．明らかにこの演算についてこの集合は閉じていて，eは単位元
であり，さらに，矢印の向きを逆にすれば，それが逆元となります．した
がって，S3 は群をなします．
ここで注意して頂きたいのはこの群はクラインの四元群のような可換群
ではないということです．すなわち，要素を入れ替えると結果が同じにな
りません．たとえば，

yx = (a ⇤ c, b ⇤ b, c ⇤ a) (a ⇤ b, b ⇤ a, c ⇤ c)

= (a ⇤ c, b ⇤ a, c ⇤ b) = t (6.40)

となり，前述の結果と等しくなりません．
ここで面白い性質があります．この群の部分集合でやはり群になるもの
があります．それは，つぎのような群です：

A3 = {e, s, t} (6.41)
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3次の対称群はなぜ群か？(2)

• 置換は「作用」なので３つの作用を順番にやる場
合，どの２つを最初にまとめてみても結果は変わら
ない．結果が変わらなければ，同じ作用であると考
えられる．

24

算は数の積）を考えることができます．この群の要素を２つ並べた順序対
の集合を考えます1．順序対は座標ですから，つぎのような集合となります．

G2 = {(1, 1), (1,�1), (�1, 1), (�1,�1)} (6.30)

この集合の要素間に演算を導入します．ここでは，

(a1, b1) ⇥ (a2, b2) = (a1a2, b1b2) (6.31)

と定義すれば，問題は解決します（⇥はここでの演算を表す）．このように
して定義される群G2はやはりクラインの四元群と同形の群となります．実
は上のように，順序対を集めた集合（すなわち集合の直積）によって新し
くできた群のことを群の直積 と呼びます．
この節ではクラインの四元群を色々な形で表現しました．もちろん群の

構造としてはすべて同じであり，同じものを別の形で眺めているというこ
とになっています．
クラインの四元群はいささか単純すぎるので，もう少し複雑な群につい

て見てみます．やはり変換群なのですが，今度は 3つの記号 a, b, cについ
て考えます．これらの記号を入れ替えるという行為を考えます．例えば，
(a ⇤ b, b ⇤ a, c ⇤ c)のように置き換えを表現することができます．この記
号を用いて，

e = (a ⇤ a, b ⇤ b, c ⇤ c) (6.32)

x = (a ⇤ b, b ⇤ a, c ⇤ c) (6.33)

y = (a ⇤ c, b ⇤ b, c ⇤ a) (6.34)

z = (a ⇤ a, b ⇤ c, c ⇤ b) (6.35)

s = (a ⇤ b, b ⇤ c, c ⇤ a) (6.36)

t = (a ⇤ c, b ⇤ a, c ⇤ b) (6.37)

1順序対については第１回で説明した．覚えていない人は前に戻って復習してください
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計算方法

[s (t u)] m = [(s t) u] m 
任意のmについて結果が同じならば，同じ作用



3次の対称群から{1, -1}への写像

• 変換が偶数回の互換で表現できるものと奇数回の互
換で表現できるものに分かれる
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１

−１

偶数回

奇数回

{e, s, t} はカーネルである

3次の交代群



よく出ているもう一つの群 -巡回群- (1)

• 巡回群はある程度回ると戻ってくる群

26

x1 x2 x3 x4x5=x0 α =
5
√

1

72度
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G = {1,α,α2,α3,α4}
Re
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i



よく出てくるもう一つの群 -巡回群- (2)

• もっと単純には虚数単位 i を用いて巡回群を作るこ
とができる．

• 一般に　　　　　という性質を仮定して，

とおけば，これは，群をなす．

27

G = {1, i, i2 = −1, i3 = −i}

βn
= 1

G = {1,β,β2, . . . ,βn−1}



部分群から誘導される同値関係

• ある群に部分群があると，そこから同値関係を定義
することができる．

28

G

H

x, y ∈ G

x ∼ y ⇔ xy−1
∈ H

G/ ∼ G/Hのことを と書く



準同形定理

• ２つの群A, Bが存在し，AからBへの準同形fがBへの
全射になっているとき，

A / Ker f  ～ B

である．ただし，～は同形であることを表す

29

f

Ker f

A
B
0



準同形定理の例

• A = {0, 1, 2, 3, 4, 5 } として，足して６で割ったあまり
を取ると，群になる．この群からB = {0,1}への準同
形fを定義する．xが偶数のときf(x) = 0，奇数のとき
f(x) = 1 とする．Bは2で割ったあまりとする．

• このとき，Ker f = {0, 2, 4}となる．Ker fによって作ら
れる同値関係は a ～ b ⇔ a - b = 0 or 2 or 4. すなわち
差が偶数であれば良い．

• これよりAの同値類として{ {0, 2, 4}, {1, 3, 5}} をとるこ
とができ，これはBと同形である．
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群の表現方法(1)

• 群を表現する一番原始的な方法は要素とその演算表
を与えることである．

• もう一つの方法は，要素とその演算規則を与えるこ
とである．

31

ここではこれについて考える



群の表現方法(2)

• 要素とその演算規則をあたえる．

• たとえば，

32

G = {e, a, b, c}

a2 = e, b2 = e, c2 = e
ab = bc = c, ac = ca = b, bc = cb = a

クラインの4元群であれば，

(生成元)

G = <a, b, c | a2, b2, c2, abc-1, aba-1b-1>



群の表現方法(3)

• 4元群はもっと賢く，つぎのようにも書ける：

• 整数の集合は，
　　　　Z = <a>

と表現できる．

• 2次元の整数格子は，
　　　　Z = <a, b | aba-1b-1>

と書ける．

33

G = <a, b | a2, b2, aba-1b-1>



いくつかの特徴的な群

• これから何回か出てくる群を示す

34

さらにこの記法を拡張して，2つの要素 a, bによって生成される群とい
うものを考えます．たとえば，H = �a, b⇥という群は，

H = {ai1bj1ai2bj2 · · · | i1, j1, i2, j2, · · ·は整数 } (6.48)

を表しています．このような群を aと bから生成される自由群と呼びます．
これは群の要素については一般に交換則が成り立たないことに依ります．交
換則が成り立つ場合，ab = baですから，上記の記法に従えば，

H = �a, b | aba�1b�1⇥ (6.49)

と書けます．この場合，要素同士の交換を行うことによって，すべての要
素は aibj という形に書けますので，

H = {aibj | i, j は整数 } (6.50)

ということなります．実はこれは，Z2と同型です．この群はこの講義では
度々出現します．
世の中に良く出て来る群うち，上の表記方法によって書けるものがいく

つかありますのので，ここでまとめます．

�a1, a2, · · · , an⇥ : 自由群 (6.51)

�a1, a2, · · · , an | aiaja
�1
i a�1

j ⇥ : 自由アーベル群 (6.52)

�a | an⇥ : 巡回群 (6.53)

その他，いくつかの群はこの記法になじむ構造を持っています．

6.5 予習問題
1. 3次の対称群の演算表を書いてください．

2. 生成元を用いて，3次の対称群を表現してください．
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6.6 復習問題
1. 要素が 4つの群をすべて列挙してください．

2. クラインの四元群は長方形の上の変換であったが，正方形を正方形に
重ね合わせる群を求めてください．

3. 群に単位元が 2つあるとすると，結局それらは等しくなることを証明
してください
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交換しない群は考えづらい

• 交換則の成り立たない群は，全体の構造が見えづら
い．特に無限個の要素を持つ群はわかりづらい．実
は，交換則が成り立つと，群の構造はかなりすっき
りする（アーベルの定理）

• 交換しない群の構造をもう少し単純化することはで
きないか？

35



交換子の定義

• 一般に交換しない群の上で，交換子を考える．２つ
の要素 a, bを指定したとき，その交換子 [a, b] が定
義される．

• もし，もともとa, bの間に交換則が成り立てば，そ
の交換子は単位元になる．

36

[a, b] = a�1b�1ab

a�1b�1ab = a�1ab�1b = ee = e



交換子を集めて群をつくる

• 群Gのあらゆる要素によって作られる交換子をあつ
めた集合をX(G)とおく．

• X(G)が群になるとは限らないが，この集合の要素か
ら群を生成することができる．これをD(G)と書き，
Gの交換子群 (comutator group) と呼ぶ．

• D(G)は明らかにGの部分群である．

37

X(G) = {[a, b] | a, b � G}
[a, b] = a�1b�1ab



交換子群の成り立ち

• X(G)は群になるとは限らないが，単位元を含む．な
ぜならば，[a, a] = e であるからである．

• X(G)の元 [s, t] の逆元は [t, s]であるので，この逆元
も含む．

• X(G)の要素から演算によって生成される要素をすべ
て含めれば D(G) が得られる．

38



交換子群の性質 (1)

• 群Gの任意の要素 t について　　　　　　　　　　
である．

39

t�1D(G)t = D(G)

t�1[a, b]t = t�1a�1b�1abt = t�1a�1tt�1b�1tt�1att�1bt
= [t�1at, t�1bt] � D(G)

�(x) = t�1xt

φは単射
�(x) = �(y)⇥ t�1xt = t�1yt� x = y

�(x) = y � x = tyt�1 ⇥ D(G)
φは全射

φは全単射（１対１の対応）

φはD(G)の内部に写像する

D(G) D(G)

�(x)

はみ出ない



交換子群の性質 (2)

• tをGから選び，aをG(D)から選ぶとき，

となるbをG(D)から選択することができる．なぜな
らば，

と書けるからである．

40

ta = bt

tat�1 = b



交換子群を用いた同値関係

• a ～ b を以下のように定義すると，～は同値関係に
なる．

41

a � b⇥ ab�1 ⇤ D(G)

a � a aa�1 = e � D(G)

a � b⇥ b � a ab�1 ⇥ D(G)� ba�1 = (ab�1)�1 ⇥ D(G)

a � b, b � c⇥ a � c (ab�1)(bc�1) = ac�1 � D(G)

a, b � G



交換子群による同値関係の同値類

• ～は同値関係なので， ～を用いてGを分類すること
ができる．

• 同値な要素どうしでグループを作る

42

C(a)

C(b)

aと同値なグループ

bと同値なグループ

a = ma1

b = nb1

n, m � D(G)

ab = ma1nb1 = mn�a1b1

適当なD(G)の要素

ab � a1b1

b � b1

a � a1

グループどうしの演算が定義できる

G



１つのグループを１つの要素にした群（商群）

• グループどうしの演算が定義できるので，その演算
に関するグループの演算によって群が作れる．

• この群のことをG/D(G)と書く．

43

nema = nma � a

(na)�1 = a�1n�1 = n⇥a�1 � a�1



G/D(G)は可換群である

• 実は，G/D(G)は可換群になる．これはabとbaが同じ
グループに入ることから得られる．

• この群のことをGの可換化 (Abelianization)と呼ぶ

• もとの群からの作り方は唯一なので，同じ群ならば
可換化したものも同じはずである．結果が可換群な
ので扱いやすい．

44

ab = ba(a�1b�1ab) = ba[a, b]

ab � ba


