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本日の内容

• 単体分割の考え方について学ぶ．

• 与えられた図形の内部で，ある地点から別の地点へ
移動する経路について考える．

• 経路の取り方は無数にあるが，２つの経路の間に同
値関係を考える．
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扱う図形をもっとシンプルにしたい

• ここで考えることは扱う図形をもっとシンプル
にすることである．

• 図形の形には色々あるが，多少変形させても位
相的な性質は変わらない．もっと本質的なとこ
ろで図形を形式化したい．
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もっと
オートマチックに基本群を計算

できないか？



扱う図形の基本形を制限する

• 扱う図形をあらゆる位相空間ではなく，単体の
組み合わせによって与えられるものとする．
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単体の定義ー凸結合ー(1)

• n次元空間のm個の点を用いて，つぎのような図
形を考える．

5

第10回 単体と複体のはなし

今まで「経路」という考え方に基づいて議論を進めてきました．この
考え方は非常に強力ではあるのです，基本群を計算する場合，いつも
自動的に基本群が計算できるわけではありませんでした．ここでは，
もう一つの考え方であるホモロジーの理論を展開するために，図形を
もっと単純かしたものの組合わせとして表現することを考えます．こ
の単純なものが「単体（simplex)」です．

10.1 単体とは何か
今回は単体とそれを組み合わせた複体について学びます．まずは，単体で
す．ここではn次元ユークリッド空間を考えます．n次元ユークリッド空間中
のm個の点 a1, a2, . . . , am が与えられているとします．ただし，m ≤ n+1

とします．これらの点を適当に「ブレンド」した点を考えます．ただし，「ブ
レンドする」というのは，つぎのような意味です：

x =
m∑

i=1

λiai,
m∑

i=1

λi = 1. (10.1)

すなわち，与えられたそれぞれの点をある比重で足し合わせることです．ま
ず，m = 1の場合，足し合わせる比重 λ1 = 1ですから，つねに xは常にこ
の点そのものになります．これに対して，2点が与えられているとしましょ
う．この場合，

x = λ1a1 + λ2a2, λ1 + λ2 = 1 (10.2)

と書くことができます．λ1 = 1,λ2 = 0 の場合，x = a1 となり，λ1 =

0, λ2 = 1の場合，x = a2となりますので，それぞれの点を含みます．λiは
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負になることもありますので，結果として，xは，a1と a2を結んだ直線上
の点となります．この現象はほぼ自明です．
ここで，λi の条件として，

λi ≥ 0 (i = 1, . . . ,m) (10.3)

を与えたらどうなるでしょうか．この場合，足し合わせはすべて正の数を
係数として行われますので，引かれることがありません．m個の点のそれ
ぞれのを xは取り得ますが，それぞれの点をとることが一つの限界となり
ます．2つの点が与えられたケースについて見てみましょう．

x = λ1a1 + λ2a2, λ1 + λ2 = 1,λ1,λ2 ≥ 0 (10.4)

となります．これを書き換えれば，

x = λa1 + (1 − λ)a2, 0 ≤ λ ≤ 1 (10.5)

と表現することができ，xは a1 と a2 を結んだ線分の上にあることがわか
ります．xとして取り得る値をすべて集めたものが単体です．ですから，こ
の場合，線分は単体ということになります．一般に単体 (simplex)とは

Sm =

{
x ∈ Rn |

m∑

i=1

λiai,
m∑

i=1

λi = 1, ai ≥ 0 (i = 1, . . . ,m)

}
(10.6)

と定義することができます．この単体のことを |a1a2 · · · am|と書くことに
します．
考える空間の次元と，mの個数によって，単体は大きく変わります．３
次元ユークリッド空間で考えると，m = 1の場合，単体は１点です．また，
m = 2 の場合，単体は線分となります．さらにm = 3の場合，単体は三角
形となります．また，m = 4の場合，単体は四面体の内部となります（図
10.1 参照）．m 個の点から作られる単体のことを m − 1 次元単体と呼び
ます．
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この図形は, a1, a2, . . . , amを通る図形である
この図形のことを，これらの点で作られる凸結
合と呼ぶ．



単体の定義ー凸結合ー(2)

• ここで，変数　　がすべて正である場合を考える．

• m=2ならば，２つの点を結ぶ線分を表す．
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とします．これらの点を適当に「ブレンド」した点を考えます．ただし，「ブ
レンドする」というのは，つぎのような意味です：

x =
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負になることもありますので，結果として，xは，a1と a2を結んだ直線上
の点となります．この現象はほぼ自明です．
ここで，λi の条件として，

λi ≥ 0 (i = 1, . . . ,m) (10.3)

を与えたらどうなるでしょうか．この場合，足し合わせはすべて正の数を
係数として行われますので，引かれることがありません．m個の点のそれ
ぞれのを xは取り得ますが，それぞれの点をとることが一つの限界となり
ます．2つの点が与えられたケースについて見てみましょう．

x = λ1a1 + λ2a2, λ1 + λ2 = 1,λ1,λ2 ≥ 0 (10.4)

となります．これを書き換えれば，

x = λa1 + (1 − λ)a2, 0 ≤ λ ≤ 1 (10.5)

と表現することができ，xは a1 と a2 を結んだ線分の上にあることがわか
ります．xとして取り得る値をすべて集めたものが単体です．ですから，こ
の場合，線分は単体ということになります．一般に単体 (simplex)とは
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と定義することができます．この単体のことを |a1a2 · · · am|と書くことに
します．
考える空間の次元と，mの個数によって，単体は大きく変わります．３
次元ユークリッド空間で考えると，m = 1の場合，単体は１点です．また，
m = 2 の場合，単体は線分となります．さらにm = 3の場合，単体は三角
形となります．また，m = 4の場合，単体は四面体の内部となります（図
10.1 参照）．m 個の点から作られる単体のことを m − 1 次元単体と呼び
ます．
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負になることもありますので，結果として，xは，a1と a2を結んだ直線上
の点となります．この現象はほぼ自明です．
ここで，λi の条件として，

λi ≥ 0 (i = 1, . . . ,m) (10.3)

を与えたらどうなるでしょうか．この場合，足し合わせはすべて正の数を
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形となります．また，m = 4の場合，単体は四面体の内部となります（図
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単体の定義ー凸結合ー(3)

• 一般に単体とは，
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第10回 単体と複体のはなし

今まで「経路」という考え方に基づいて議論を進めてきました．この
考え方は非常に強力ではあるのです，基本群を計算する場合，いつも
自動的に基本群が計算できるわけではありませんでした．ここでは，
もう一つの考え方であるホモロジーの理論を展開するために，図形を
もっと単純かしたものの組合わせとして表現することを考えます．こ
の単純なものが「単体（simplex)」です．

10.1 単体とは何か
今回は単体とそれを組み合わせた複体について学びます．まずは，単体で
す．ここではn次元ユークリッド空間を考えます．n次元ユークリッド空間中
のm個の点 a1, a2, . . . , am が与えられているとします．ただし，m ≤ n+1

とします．これらの点を適当に「ブレンド」した点を考えます．ただし，「ブ
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負になることもありますので，結果として，xは，a1と a2を結んだ直線上
の点となります．この現象はほぼ自明です．
ここで，λi の条件として，

λi ≥ 0 (i = 1, . . . ,m) (10.3)

を与えたらどうなるでしょうか．この場合，足し合わせはすべて正の数を
係数として行われますので，引かれることがありません．m個の点のそれ
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(10.6)

と定義することができます．この単体のことを |a1a2 · · · am|と書くことに
します．
考える空間の次元と，mの個数によって，単体は大きく変わります．３
次元ユークリッド空間で考えると，m = 1の場合，単体は１点です．また，
m = 2 の場合，単体は線分となります．さらにm = 3の場合，単体は三角
形となります．また，m = 4の場合，単体は四面体の内部となります（図
10.1 参照）．m 個の点から作られる単体のことを m − 1 次元単体と呼び
ます．
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|a1a2a3|m-1次元単体



単体の面とは

• 単体の面 (face) とは，単体を定義する点の中から
いくつかを選択した点によって構成される単体
のことである．

8

図 10.1: ３次元空間中の単体．左から 0, 1, 2, 3次元単体．

単体は一つ一つの積み木のようなもので，これを組み合わせて大きな図
形を作ることができます．積み木をいくつか使って出来たものを複体と呼
びます．以降の節で複体について説明しますが，その前に，「単体の面」と
いう概念を定義します．

10.2 単体の面
面とは「端」のことです．２次元の単体は三角形ですが，これは前節の
定義から明らかなように三角形の内部の点集合です．決して三角形の輪郭
ではありません．図形を考える場合，その内部を考えると同時に，その輪
郭を考える必要があります．我々は，すでにこのような操作を普段から知っ
ています．たとえば，三角形でいえば，三角形の「辺」や「頂点」はこの
３角形そのものではないのですが，三角形を分析する上で非常に重要な概
念となります．そのために単体の面を定義します．
ある単体 |a1a2 · · · am|の面 (face)とは，a1, a2, · · · , amのうち，１個以上

の点を除外した点 aj1 , aj2 , . . . ajs , (s < m)によって作られる単体 |aj1 · · · ajs |

のことです．
２次元の単体，すなわち三角形で考えてみましょう．単体 |a1a2a3| の面

としては |a1a2|, |a1a3|, |a2a3| 挙げられます．通常我々はこれらを「辺」と
呼びます．また，|a1|,|a2|,|a3|も面になります．これらを我々は普段「頂点」
と呼びます．
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単体の面は組合わせを計算することによって一般的に構成できます．次
元が大きくなって直感が働かない次元であっても，記号として書き下すこ
とは可能です．我々がこれから扱う単体や複体は高々３次元程度のもので
す．したがって，面についても我々の常識を逸脱するものではありません．

10.3 単体を組み合わせて複体を作る
さて，単体を組み合わせて，もっと複雑なものを作ってみましょう．ただ
し，積み木を積むようにして単体を単純に組み合わせただけでは，色々な
ものができてしまい，解析を煩雑なものにしていまいます．たとえば，図
10.2 に示すように２つの３角形を組み合わせたものを考えます．この場合，
三角形の頂点が一致していません．重なりはありませんが，単に３角形が
２つあるというだけですが，輪郭は複雑な６角形になっています．ここで
我々が想定しているのは，「単体がきちんと接続されている」ということで
す．そのためには辺（面）が揃っていなくてはなりません．そのため，単
体の集合として定義される複体に２つの条件を課します．
複体 (complex) K とは単体の集合であり，つぎの条件を満たすもの
です．

1. 任意の s ∈ K について sの任意の面 tについて t ∈ K である．

2. s, t ∈ K について s ∩ tは sと tの共通の面であるか，空集合である．

最初の条件はこの集合に含まれる任意の単体の面（これも単体です）は
やはりこの集合に含まれるということです．また，つぎの条件は，単体と
単体の貼り合わせの問題です．２つの単体がある場合，それは接していな
い（すなわち，２つの単体に共通の領域がない）か，それとも共通の領域
があるのならば，それが単体になっているというものです．
ここで，２つの三角形が貼り合わされている複体を考えた場合，図 10.2

のようになっていたとしますと，２つの三角形の共通部分は線分にはなり
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図 10.1: ３次元空間中の単体．左から 0, 1, 2, 3次元単体．
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呼びます．また，|a1|,|a2|,|a3|も面になります．これらを我々は普段「頂点」
と呼びます．
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単体の面は組合わせを計算することによって一般的に構成できます．次
元が大きくなって直感が働かない次元であっても，記号として書き下すこ
とは可能です．我々がこれから扱う単体や複体は高々３次元程度のもので
す．したがって，面についても我々の常識を逸脱するものではありません．

10.3 単体を組み合わせて複体を作る
さて，単体を組み合わせて，もっと複雑なものを作ってみましょう．ただ
し，積み木を積むようにして単体を単純に組み合わせただけでは，色々な
ものができてしまい，解析を煩雑なものにしていまいます．たとえば，図
10.2 に示すように２つの３角形を組み合わせたものを考えます．この場合，
三角形の頂点が一致していません．重なりはありませんが，単に３角形が
２つあるというだけですが，輪郭は複雑な６角形になっています．ここで
我々が想定しているのは，「単体がきちんと接続されている」ということで
す．そのためには辺（面）が揃っていなくてはなりません．そのため，単
体の集合として定義される複体に２つの条件を課します．
複体 (complex) K とは単体の集合であり，つぎの条件を満たすもの
です．

1. 任意の s ∈ K について sの任意の面 tについて t ∈ K である．

2. s, t ∈ K について s ∩ tは sと tの共通の面であるか，空集合である．

最初の条件はこの集合に含まれる任意の単体の面（これも単体です）は
やはりこの集合に含まれるということです．また，つぎの条件は，単体と
単体の貼り合わせの問題です．２つの単体がある場合，それは接していな
い（すなわち，２つの単体に共通の領域がない）か，それとも共通の領域
があるのならば，それが単体になっているというものです．
ここで，２つの三角形が貼り合わされている複体を考えた場合，図 10.2

のようになっていたとしますと，２つの三角形の共通部分は線分にはなり

108

いくつかの点を除
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単体の面の例

• 三角形の面はつぎのようになる．

9
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単体を組み合わせて複体を作る（１）

• これまで対象としてきた図形は一般的な位相空
間であったが，ここではもっと単純な単体を結
びつけた図形とする．

10



単体を組み合わせて複体を作る（２）

• 単体の正しい組み合わせ方は？

11

図 10.2: ２つの単体を組み合わせたもの

図 10.3: ２つの単体を組み合わせたもの（辺を揃えたもの）

ますが，それは，どちらの三角形を構成する辺にはなりません．したがっ
て，これは複体の 2番目の条件を満たしません．これは複体とは成り得ま
せん．
これに対して，辺を揃えて貼り合わされている図 10.3のようなものは複

体として表現することができます．この場合，

K = {|a|, |b|, |c|, |d|, |ab|, |bc|, |cd|, |da|, |db|, |abd|, |bcd|} (10.7)

と書くことができます．
辺が揃っていたとしても図 10.4 の左上図のようなものは複体とは言えま

せん．なぜならば，２つの三角形の共通部分として２つの辺が出て来てし
まいます．これは複体の定義に反します．また，図 10.4 の右上図のように
４つの三角形で構成されるものも複体と考えることができません．なぜな
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図 10.4: トーラスの表現として２つの三角形から構成されるものと，４つ
三角形から構成されるもの．共に複体とはならない．さらに左下の分割も
単体分割ではない．右下の図のみが単体分割となる．

らば，２つの三角形の共通部分をとったとき，１辺と１点が出てきてしま
い，複体の定義に反するためです．また，左下図についても単体分割とは
いえない．右下の図は単体分割と言える．
図形を適当な単体を組み合わせて複体として表現することを，その図形
の単体分割と言います．図形を扱う場合，基本群のようにそのままの図形
を使うことも考えられますが，これ以降述べる手法では図形を複体に置き
換えて行きます．複体として表現することによって，より代数的な手法を
用いることが可能になります．
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図 10.2: ２つの単体を組み合わせたもの

図 10.3: ２つの単体を組み合わせたもの（辺を揃えたもの）

ますが，それは，どちらの三角形を構成する辺にはなりません．したがっ
て，これは複体の 2番目の条件を満たしません．これは複体とは成り得ま
せん．
これに対して，辺を揃えて貼り合わされている図 10.3のようなものは複

体として表現することができます．この場合，

K = {|a|, |b|, |c|, |d|, |ab|, |bc|, |cd|, |da|, |db|, |abd|, |bcd|} (10.7)

と書くことができます．
辺が揃っていたとしても図 10.4 の左上図のようなものは複体とは言えま

せん．なぜならば，２つの三角形の共通部分として２つの辺が出て来てし
まいます．これは複体の定義に反します．また，図 10.4 の右上図のように
４つの三角形で構成されるものも複体と考えることができません．なぜな
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図 10.4: トーラスの表現として２つの三角形から構成されるものと，４つ
三角形から構成されるもの．共に複体とはならない．さらに左下の分割も
単体分割ではない．右下の図のみが単体分割となる．

らば，２つの三角形の共通部分をとったとき，１辺と１点が出てきてしま
い，複体の定義に反するためです．また，左下図についても単体分割とは
いえない．右下の図は単体分割と言える．
図形を適当な単体を組み合わせて複体として表現することを，その図形
の単体分割と言います．図形を扱う場合，基本群のようにそのままの図形
を使うことも考えられますが，これ以降述べる手法では図形を複体に置き
換えて行きます．複体として表現することによって，より代数的な手法を
用いることが可能になります．
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単体を組み合わせて複体を作る（３）

• 複体の厳密な定義

12

図 10.1: ３次元空間中の単体．左から 0, 1, 2, 3次元単体．

単体は一つ一つの積み木のようなもので，これを組み合わせて大きな図
形を作ることができます．積み木をいくつか使って出来たものを複体と呼
びます．以降の節で複体について説明しますが，その前に，「単体の面」と
いう概念を定義します．

10.2 単体の面
面とは「端」のことです．２次元の単体は三角形ですが，これは前節の
定義から明らかなように三角形の内部の点集合です．決して三角形の輪郭
ではありません．図形を考える場合，その内部を考えると同時に，その輪
郭を考える必要があります．我々は，すでにこのような操作を普段から知っ
ています．たとえば，三角形でいえば，三角形の「辺」や「頂点」はこの
３角形そのものではないのですが，三角形を分析する上で非常に重要な概
念となります．そのために単体の面を定義します．
ある単体 |a1a2 · · · am|の面 (face)とは，a1, a2, · · · , amのうち，１個以上

の点を除外した点 aj1 , aj2 , . . . ajs , (s < m)によって作られる単体 |aj1 · · · ajs |

のことです．
２次元の単体，すなわち三角形で考えてみましょう．単体 |a1a2a3| の面

としては |a1a2|, |a1a3|, |a2a3| 挙げられます．通常我々はこれらを「辺」と
呼びます．また，|a1|,|a2|,|a3|も面になります．これらを我々は普段「頂点」
と呼びます．
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単体の面は組合わせを計算することによって一般的に構成できます．次
元が大きくなって直感が働かない次元であっても，記号として書き下すこ
とは可能です．我々がこれから扱う単体や複体は高々３次元程度のもので
す．したがって，面についても我々の常識を逸脱するものではありません．

10.3 単体を組み合わせて複体を作る
さて，単体を組み合わせて，もっと複雑なものを作ってみましょう．ただ
し，積み木を積むようにして単体を単純に組み合わせただけでは，色々な
ものができてしまい，解析を煩雑なものにしていまいます．たとえば，図
10.2 に示すように２つの３角形を組み合わせたものを考えます．この場合，
三角形の頂点が一致していません．重なりはありませんが，単に３角形が
２つあるというだけですが，輪郭は複雑な６角形になっています．ここで
我々が想定しているのは，「単体がきちんと接続されている」ということで
す．そのためには辺（面）が揃っていなくてはなりません．そのため，単
体の集合として定義される複体に２つの条件を課します．
複体 (complex) K とは単体の集合であり，つぎの条件を満たすもの
です．

1. 任意の s ∈ K について sの任意の面 tについて t ∈ K である．

2. s, t ∈ K について s ∩ tは sと tの共通の面であるか，空集合である．

最初の条件はこの集合に含まれる任意の単体の面（これも単体です）は
やはりこの集合に含まれるということです．また，つぎの条件は，単体と
単体の貼り合わせの問題です．２つの単体がある場合，それは接していな
い（すなわち，２つの単体に共通の領域がない）か，それとも共通の領域
があるのならば，それが単体になっているというものです．
ここで，２つの三角形が貼り合わされている複体を考えた場合，図 10.2

のようになっていたとしますと，２つの三角形の共通部分は線分にはなり
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図 10.2: ２つの単体を組み合わせたもの

図 10.3: ２つの単体を組み合わせたもの（辺を揃えたもの）

ますが，それは，どちらの三角形を構成する辺にはなりません．したがっ
て，これは複体の 2番目の条件を満たしません．これは複体とは成り得ま
せん．
これに対して，辺を揃えて貼り合わされている図 10.3のようなものは複

体として表現することができます．この場合，

K = {|a|, |b|, |c|, |d|, |ab|, |bc|, |cd|, |da|, |db|, |abd|, |bcd|} (10.7)

と書くことができます．
辺が揃っていたとしても図 10.4 の左上図のようなものは複体とは言えま

せん．なぜならば，２つの三角形の共通部分として２つの辺が出て来てし
まいます．これは複体の定義に反します．また，図 10.4 の右上図のように
４つの三角形で構成されるものも複体と考えることができません．なぜな
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図 10.4: トーラスの表現として２つの三角形から構成されるものと，４つ
三角形から構成されるもの．共に複体とはならない．さらに左下の分割も
単体分割ではない．右下の図のみが単体分割となる．

らば，２つの三角形の共通部分をとったとき，１辺と１点が出てきてしま
い，複体の定義に反するためです．また，左下図についても単体分割とは
いえない．右下の図は単体分割と言える．
図形を適当な単体を組み合わせて複体として表現することを，その図形
の単体分割と言います．図形を扱う場合，基本群のようにそのままの図形
を使うことも考えられますが，これ以降述べる手法では図形を複体に置き
換えて行きます．複体として表現することによって，より代数的な手法を
用いることが可能になります．
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単体分割，単体近似

• これからやりたいこと：与えられた図形と位相
同形な複体（位相的性質が同一）を作ってその
複体の性質を解析する．

13



単体分割を用いた同形性の証明

• ２つの図形を単体分割して，それぞれの単体を
対応づけることによって，２つの図形が位相同
形であることを証明することができる．

14

10.4 単体分割を用いて同型性を示す
図形を単体分割することによって，２つの図形の位相同形性を示すこと
が可能な場合があります．たとえば，三角形と四角形は位相同形であると
直感的にはわかりますが，本当に位相同形であるということを示すために
は三角形上の点から四角形上の点へ１対１の双連続写像が存在することを
示さなければなりません．このような写像をうまく作るには「うまく」単
体分割すれば良いのです．
図 10.5において２つの図形の対応する点で構成される三角形内部点の写

像を考えます．この場合，三角形から三角形への双連続な１対１写像があ
れば良いわけで，それは比較的簡単に構成することができます．今回の最
初の節で述べたように，2次元の単体である三角形は 3つのベクトルの凸
結合によって，表現することができます．この場合，3つのベクトルを A,

B, C とおけば，三角形内部の点 pは

p = λA + γB + δC (10.8)

と書くことができます．ただし，λ, γ, δ はすべて非負の実数となります．
実は点 pの凸結合による表現方法は一意的です．さらに，

f : p !→ (λ, γ) (10.9)

という写像を考えると，これは明らかに双連続となります．これは，λと γ

図 10.5: 三角形と四角形の位相同形性を示す
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が領域 R = {(x, y) ∈ R2 | x, y ≥ 0, x + y ≤ 1}内部で自由にとることが
できるので，三角形からこの領域への双連続写像であることがわかります．
したがって，ある三角形 X から別の三角形 Y への双連続な１対１の写像
はX から Rへの写像と Rから Y への写像の合成によって，実現させるこ
とができます．
以上の議論より，三角形から三角形への対応は自由に対応させることが
可能なわけで，対応する点から作られる三角形が対応して，点，三角形が
１対１に対応すれば，2つの図形は位相同形であるということがわかりま
す．教科書にはもう少し複雑な図形について位相同形であることを示す例
がありますので，参考にしてください．

10.5 単体に向きを付ける
ここでは，単体をいつかの点から凸結合によって作られる集合として定
義しました．しかし，これだけでは，これからの議論については不十分で
す．ここでは単体を拡張することにより，これから定義する境界演算子に
ついて有効な性質を得られるようにします．
たとえば，線分について方向を付けるということは自然なことです．ベ
クトルには方向が付いています．ここでは，線分（１次元の単体）を含め
てすべての単体について方向を付けることにします．

n次元の単体の頂点を a0, a1, a2, . . . , anとおくと，n + 1個の頂点をどの
ように配置するかによって，(n +1)!通りの表現が出てくる．これらの表現
を 2種類のものに分けることにする．ベクトル（１次元の単体）では方向
は２つとることができる．|ab|について，⟨ab⟩と ⟨ba⟩の 2種類の表現があ
り，方向を考えるとこの２つは違うものであると考えることができる．と
ころが，2次元の単体については様子が多少違う．2次元の単体は三角形で
あるが，これは３つの頂点をもつ．それらを a, b, cとおくと，６種類の表
現 ⟨abc⟩,⟨acb⟩, ⟨cba⟩, ⟨bac⟩, ⟨bca⟩, ⟨cab⟩ が考えられる．これらのうち，「同
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三角形どうしを対応づける(1)

• 任意の三角形の内部と２次元の直角三角形の領
域を１対１に対応させる．

15

(0, 1)

(1, 0)

線形に対応させる

(0, 0)

p1

p2

p3

λ1

λ2

λ3 = 1 − λ1 − λ2

p = λ1p1 + λ2p2 + λ3p3

(λ1, λ2)
p



三角形どうしを対応づける(2)

• ２つの三角形の領域を対応づける

16

λ1

λ2

0 (1, 0)

(0, 1)

１対１の双連続写像 １対１の双連続写像

１対１の双連続写像



２つの図形の同形性を示す(1)

• 図形の三角形分割と対応する三角形どうしの１
対１対応を示すことによって，同形性を示すこ
とができる

17

1 1

2 2

3
4

4

3 55

66

7 7



２つの図形の同形性を示す(1)（動画）
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２つの図形の同形性を示す(2)

• もう一つの例．
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単体の向きづけ

• ここまで，単体は単純に点の組み合わせとして
表現されているが，さらに「向き」をつけるこ
とにより扱いやすくなる．

• 例えば線分には２つの向きがある．２つは順番
が異なる．
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単体の向きづけ -三角形の場合-

• ２次元単体（三角形）の向きも２種類ある
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単体の向きの考え方

• 偶数回の互換で移り合えるものは同じ向きである．
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単体の向きづけ -３次元単体の場合-

• 向きは常に２種類ある．
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単体の向きづけ -0次元単体の場合-

• 0次元単体（点）の場合には，並べ方は一通りで
あるが，やはり２つの向きを考える．
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なぜ向き付けするのか？

• 向きを付けることによって，境界を代数的に扱
うことができる
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経路のはなし
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射影平面の単体分割

• 左上, 右上, 左下は複体にならない．

27

図 10.2: ２つの単体を組み合わせたもの

図 10.3: ２つの単体を組み合わせたもの（辺を揃えたもの）

ますが，それは，どちらの三角形を構成する辺にはなりません．したがっ
て，これは複体の 2番目の条件を満たしません．これは複体とは成り得ま
せん．
これに対して，辺を揃えて貼り合わされている図 10.3のようなものは複

体として表現することができます．この場合，

K = {|a|, |b|, |c|, |d|, |ab|, |bc|, |cd|, |da|, |db|, |abd|, |bcd|} (10.7)

と書くことができます．
辺が揃っていたとしても図 10.4 の左上図のようなものは複体とは言えま

せん．なぜならば，２つの三角形の共通部分として２つの辺が出て来てし
まいます．これは複体の定義に反します．また，図 10.4 の右上図のように
４つの三角形で構成されるものも複体と考えることができません．なぜな
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図 10.4: トーラスの表現として２つの三角形から構成されるものと，４つ
三角形から構成されるもの．共に複体とはならない．さらに左下の分割も
単体分割ではない．右下の図のみが単体分割となる．

らば，２つの三角形の共通部分をとったとき，１辺と１点が出てきてしま
い，複体の定義に反するためです．また，左下図についても単体分割とは
いえない．右下の図は単体分割と言える．
図形を適当な単体を組み合わせて複体として表現することを，その図形
の単体分割と言います．図形を扱う場合，基本群のようにそのままの図形
を使うことも考えられますが，これ以降述べる手法では図形を複体に置き
換えて行きます．複体として表現することによって，より代数的な手法を
用いることが可能になります．
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与えられた空間を分析するには…

• 空間を我々の良く知っている空間に分解して考え
る．→伝統的な考え方．たとえば線形空間などの考
え方

• 空間の中を動き回って，どのように移動できたかに
ついて調べる．→ポアンカレの基本群
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経路を考える

• 与えられた空間を歩き回るとき，どのような歩き方
が可能か？

29



図形と経路

• 与えられた図形から外へ出ずに地点Aから地点Bまで
移動する
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第7回 じわじわと動かす – ホモトピー –

我々がここで対象としている実体は位相空間です．さらに我々は位相
同形性に対して不変な性質を調べようとしています．与えられた位相
空間がどのような構造を持っているのかを調べる一番基本的な方法は
位相空間の中で点を動かしてみることです．ここでは，「経路 (path)」
というものを用いて位相空間の構造を調べることを試みます．

7.1 空間の中を歩いてみる
ここでは道 (path)という考え方を導入します．これは人がある道を歩く
イメージに近いものです．
まず，皆さんは図 7.1に示されているような庭を歩いていると考えてくだ
さい．この場合に図のA地点から B地点への移動を考えます．A地点から
B地点へは色々な行き方があります．この節での我々のテーマはこの「行
き方」を分類することです．以前からの我々の方針として，引き延ばした
り，縮めることによって変化しない性質を導きだすことです．ここで「経
路」と呼んでいるものは，A地点から B地点へ地面を通って至る経路です．
ここでは，池をボートで渡ったり，家の壁や屋根をよじ登るような経路は
考えません．すなわち，地面以外の場所は通行不能であると考えます．も
ちろん家の玄関から裏口へ抜ける経路というものも考えません．
まず，図 7.1の経路 t は普通に Aから Bへ移動するものです．その隣に

位置する経路 uも素直に Aから Bへ移動する経路です．これに対して，v

という経路は池の反対側を廻って Bへ至る経路です．さらに経路 sは家の
裏側を通ってAからBへ至る経路です．ここで，それぞれの経路について，
それをちょっとだけずらした経路を考えることができます．すなわち，経路
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図 7.1: この絵の中で A地点から B地点へ行くいくつかの経路

図 7.2: 経路 tから経路 uへじわじわと変形する

はいくらでも作ることができます．我々は微妙な経路の差を区別したくあ
りません．本質的に違う経路だけをピックアップしたいわけです．
そこで，「じわじわと変形させる」という考え方を導入します．たとえば，
経路 tから経路 uへ「じわじわ変形させる」ことができます．図 7.2 はじわ
じわ変形させる過程を示しています．ここでは点線で表された中間的な経
路がしっかり地面を通っていなければなりません．もし，これが地面でない
場所を通過していたら，ルール違反であるということにします．また，じ
わじわと動かす際に経路の始点と終点は常に固定します．この場合，経路 t

と u の間には地面しかありませんので，すべての点線の経路は地面をちゃ
んと通過します．これに対して，経路 uと vについて考えてみます．この
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同じような経路でも何通りもある

• tを通ってもuを通っても大して変わらない．ちょっ
とずらすだけでtからuへ移すことができる．
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同じような経路でも何通りもある

• tを通ってもuを通っても大して変わらない．ちょっと
ずらすだけでtからuへ移すことができる．

• ただし，障害物があるとダメになる．もちろん障害物
を避けることができれば良い．
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同じ経路と違う経路を区別したい

AからBへの経路がA, Bを固定して，じわじわと変形できる
とき，２つの経路はホモトピックであるという
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形式的な定義：経路とは

• まず，経路を定式化する．
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場合，u を「じわじわ」と変形させて vにすることができるでしょうか．直
感的にこれは不可能です．なぜならば，池があるからです（始点または終
点を動かすことができれば可能です）．点線の経路を構成する場合に，池を
上を通すことはできません．このとき，ある点線経路が池の左側で，その
すぐあとに変形した経路が池の右側に現れたとすると，これは変形が「じ
わじわ」としたものであるという仮定に反します．実は，「じわじわ」とい
う言葉は第４回で勉強した「連続性」という言葉で置き換えなければなり
ません．
図 7.1ではもう一つ経路 sがありますが，この経路もじわじわと変形さ

せて tにすることができません．それは家が建ってるからです．結局，t と
uは本質的には同じ経路であって，この図の中には本質的 3つの経路（s, t,

および v）が存在すると言えればよいことになります．
経路 tと経路 uのように「じわじわと変形できる」２つの経路はホモトー

プであると言います．つぎの節ではホモトープとはどういうことなのか，数
学的に定義します．

7.2 経路とホモトピーの定義
数学の多くの概念は集合とその上の写像として定義されています．まず，

経路を定義しましょう．ある位相空間 X の Aから B の経路 (path)とは
区間 [0, 1]から，X への連続写像で写像

p : [0, 1]⇤ X (7.1)

で，p(0) = A, p(1) = Bとなるものである．ここで重要なのは，この写像 p

が連続であることです．連続でない場合，「ワープ」が可能であることにな
ります．ワープを許すと色々な経路を定義することができますが，それは
我々の意図に反します．ここで考えているのは曲線のパラメータ表示のよ
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図 7.3: ２つの経路がホモトープであるということ. 始点と終点が同じ場合
（左）と始点と終点が同じ場合（右）

うなものです．たとえば，平面上で (1, 0)から (2, 3)への直線状の経路は，

p : [0, 1] ⇧ t ⌃⇤ (1� t)(1, 0) + t(2, 3) ⌅ R2 (7.2)

と書くことができる．このように経路を定義すると，色々な経路を考える
ことができます．たとえば，

p(t) = A (7.3)

という経路を考えることができます．この経路はAからAへの経路で，ずっ
と Aに留まる経路です．このようなものは経路に見えませんが，ここでは
経路の仲間に入れます．
つぎにホモトープ性について定義します．２つの経路

p1 : [0, 1]⇤ X (7.4)

と
p2 : [0, 1]⇤ X (7.5)

がホモトープ （homotope）であるとは，ある連続関数

F : [0, 1]⇥ [0, 1]⇤ X (7.6)
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形式的な定義：ホモトープ性

• 一般のホモトピーは経路の始点や終点を一致させる
必要がないと，ここでは基本群を考えるので始点や
終点は固定する．
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p : [0, 1] ⇧ t ⌃⇤ (1� t)(1, 0) + t(2, 3) ⌅ R2 (7.2)

と書くことができる．このように経路を定義すると，色々な経路を考える
ことができます．たとえば，

p(t) = A (7.3)

という経路を考えることができます．この経路はAからAへの経路で，ずっ
と Aに留まる経路です．このようなものは経路に見えませんが，ここでは
経路の仲間に入れます．
つぎにホモトープ性について定義します．２つの経路

p1 : [0, 1]⇤ X (7.4)

と
p2 : [0, 1]⇤ X (7.5)

がホモトープ （homotope）であるとは，ある連続関数

F : [0, 1]⇥ [0, 1]⇤ X (7.6)
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場合，u を「じわじわ」と変形させて vにすることができるでしょうか．直
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せて tにすることができません．それは家が建ってるからです．結局，t と
uは本質的には同じ経路であって，この図の中には本質的 3つの経路（s, t,

および v）が存在すると言えればよいことになります．
経路 tと経路 uのように「じわじわと変形できる」２つの経路はホモトー

プであると言います．つぎの節ではホモトープとはどういうことなのか，数
学的に定義します．

7.2 経路とホモトピーの定義
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が連続であることです．連続でない場合，「ワープ」が可能であることにな
ります．ワープを許すと色々な経路を定義することができますが，それは
我々の意図に反します．ここで考えているのは曲線のパラメータ表示のよ
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1

Fは連続写像である



ホモトープでない経路

• 正方形を連続的に写像できないようなケースではホ
モトープではない．連続性が鍵となる．

36

A

B

p
1

p
2

全く別の方法があれば話は別だ
が，基本的にp1からp2へじわじ
わと変形させる方法はない

ここは通れない



ホモトープ性は同値関係である

• aとbがホモトープであると，a～bと書くことにす
る．

✴a～a

✴a～bならばb～a

✴a～bかつb～cならばa～c
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が存在して F (t, 0) = p1(t), F (t, 1) = p2(t)となることである．ここでキー
となるのは，F が連続であるということです．

7.3 ホモトピーの性質
実はホモトープの性質は経路どうしの同値関係となります．同値関係に

ついて復習してみましょう．同値関係 ⌅はつぎの性質を満たす関係です：

1. a ⌅ a

2. a ⌅ b ならば b ⌅ a

3. a ⌅ b かつ b ⌅ cならば a ⌅ c

これらの性質がホモトープ性について成り立つかどうかを調べてみます．ま
ず，経路 pと qがホモトープであることは，関係となります．すなわち，ホ
モトープであるかどうかを判定することができます．もちろん判定のアル
ゴリズムは，ここでは具体的に示されていません．もしホモトープであれ
ば，前述のような関数を定義することができます．ですから，ホモトープ
であれば，ホモトープ性を示すことは可能であることになります．これに
対して，ホモトープでないということを示すアルゴリズムはここでは示さ
れていません．何らかの方法で，ホモトープであるための関数を作ること
が不可能であることを示せればよいのですが，一般にいつでもそれを示す
方法はありません．ホモトープであるかどうかを判定する方法はわかりま
せんが，ホモトープであるということは正確に定義されています．
さて，上記の性質をホモトープ性に関して順に示して行きましょう．ま

ず，最初の性質ですが，これは簡単です．経路 aに対応する写像を p(t)と
おけば，

F (t, s) = p(t) (7.7)

と定義すれば，sを変化させてもいつでも F (t, s) = p(t)となります．この
写像 F が連続であれば良いのですが，これはほぼ明らかに連続です．また，
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２番目の性質ですが，これもほぼ明らかです．a ⌅ bであることから写像
F (t, s)が定義されていて，[0, 1]⇥ [0, 1]上で連続で，a, bの経路を表す写像
を p, qとおけば，F (t, 0) = p(t), F (t, 1) = q(t)となっています．このとき，

G(t, s) = F (t, 1� s) (7.8)

と定義すれば，これより，b ⌅ aが示されます．最後の性質ですが，a ⌅ b,

b ⌅ cという仮定から，それぞれ，F (t, s), G(t, s) が定義されて，F (t, 0) =

p(t), F (t, 1) = q(t), G(t, 0) = q(t), G(t, 1) = r(t)となっているものがあり
ます（ただし，rは経路 cに対応する写像とします）．これを用いて，

H(t, s) =

�
G(t, 2s) (0 ⇤ s ⇤ 1/2)
H(t, 2s� 1) (1/2 ⇤ s ⇤ 1)

(7.9)

と定義すると，連続関数となり，a ⌅ cが得られます．以上より，ホモトー
プ性が同値関係であるということが示されました．
我々がホモトープ性を導入した理由は，「じわじわと変形して」得られる
ような経路は同じものとして考えたかったからです．そのため，我々がつ
ぎにやらなければいけないことは，経路の集合をこの同値関係で割るとい
うことです．すなわち，経路全体という膨大な集合を同値関係の成り立つ
経路どうしについては同一視することによって考えるべき対象を飛躍的に
少なくして本質的なものだけ列挙することが目論見です．

7.4 経路の演算
第６章で見たように群のような演算の形で物事を表現できれば，群の色々
な性質や考え方を導入することが可能になります．ここでは経路を扱って
いますので，経路について演算を導入することを考えます．
まず，ある経路 x が存在するとします．xは Aから B への経路である
とします．このとき，BからAへの全く逆の経路を x�1と書くことにしま
しょう．
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同値関係があると，同値類が作れる

• 集合の上に同値関係があれば，その集合の同値類を
定義することができる．
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AからBへ至るパスの全体

ホモトープ性
による同値類

同値類はどのような構
造になっているのか？



パスとパスの演算

• パスどうしに演算を定義する．
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A

B

C

s

t

パスs とパスtを繋いで１つのパスに
したものをstと書くことにする．

パスはいつでも演算できるわけ
ではない．sの終点とtの始点が
一致しなければならない．

行列に似ている．サイズが一
致しないとかけ算ができない



逆向きの経路

• 任意の経路sについて，その向きを変えた経路をs-1

と書く．
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A

B
s

s-1

s s-1 ≠ e

s-1は逆元になっていない



結局，経路の演算は全く群にならない

• それでは群として経路演算を考えることは無理か？
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NO.  実はホモトープ性を
考えると経路は群になる



群として扱うための指針

• つぎのようにすれば実は群になる．
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図 7.4: 経路の演算

さらに，ある経路 xが Aからスタートして B で終わり，別の経路が B

からスタートし C で終わる場合，xと y を「繋ぎ合わせた」経路として，
x · yを２つの経路を x, yの順に繋いだ経路と定義することができます．こ
のように定義すると経路の演算ができるのですが，問題は，それぞれの経
路がどこからスタートしてどこで終わるのかによって繋ぎ合わせることが
できる場合もありますし，そうでない場合もあります．すなわち，第６章
で見た様にあらゆる元について演算ができるというものでありません．た
とえば，上記のケースの場合，x · yは定義されますが，y · xは一般には定
義されません．ただし，下記のような性質は成り立ちます（図 7.4参照）：

(x · y)�1 = y�1 · x�1 (7.10)

また，経路の演算はそれぞれの経路を表現する関数を p(t), q(t)とおけば，
連接した経路を表す関数を

r(t) =

�
p(2t) (1 ⇥ t ⇥ 1/2)
q(2t� 1) (1/2 ⇥ t ⇥ 1)

(7.11)

と書くことができます．さらに，経路 x�1 を表す関数は

r(t) = p(1� t) (7.12)

と書くことができます．
このような演算は経路の繋ぎ合わせですので，任意の経路について繋ぎ

合わせることが出来ないと同時に，群における単位元の役割をするものに
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ついても存在しません．ずっと１点 Aとどまる経路 eというものを考える
ことができますが，これを任意 Aから B への経路 xと繋ぎ合わせて e · x

というものを作ってもこれは xに等しくなりません．それは，上で説明し
た関数として等しくならないからです（予習問題参照）．
以上に説明したように，単純に経路を繋ぎ合わせるという演算を用いて，

経路の集合を群とすることはできません．つぎの回でみるように，群を構
成するにはいくつかのアイデアが必要になります．しかし，群で成り立っ
て欲しいようなつぎの性質は成り立ちます．

x · (y · z) = (x · y) · z (7.13)

だたし，それぞれの経路はちゃんと始点と終点がうまく一致して，演算が可
能であると仮定します．群として扱うためのアイデアは２つあります．これ
に関しては，つぎの章で詳しく述べますが，大体の概略を述べておきます．

• いつでも演算ができるために，ただの経路ではなくて，ある基準の点
から出発してその点へ戻ってくるような経路のみを考えます．

• 上記の経路のうち，ホモトープなものは同じ経路であるとみなすし
ます．

以上の２つの操作を行うことによって，実は経路は群として考えることが
できます．

7.5 予習問題
1. １点にとどまる経路とその１点からスタートする経路を繋ぎ合わせた
とき後者に一致しないということについて説明してください．

2. 図 7.6の経路で互いにホモトープである経路を列挙してください．た
だし，ここで考える経路は点 Aから Bまでの経路に限ることにしま
す．すなわち，始点と終点は Aと B に固定されているとします．
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この話は次回で…


