
幾何学入門第12回
基本群のはなし

山本修身
名城大学理工学部情報工学科

1



前回の復習

• 与えられた位相空間の性質を調べるために経路 

(path)を定義した．

• 始点と終点を共有する経路の間にホモトピー（ホモ
トピック性）を定義した．
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ホモトピーは同値関係なのでAからBへ
の経路全体を類別することができる



本日の目標

• 経路を群として扱いたい！

• 経路の集合によって，与えられた位相空間を分類し
たい．
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問題点：任意の経路は演算できない

• 終点と始点が一致しないと演算できない．
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第１のアイデア：経路の演算を制限する

• 対象とする経路をすべての経路とすると，いつでも
演算ができるとは限らない．
⇒ある点（基点）を決めて，そこを出発してそこへ
戻る経路のみを考える．
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ループを制限すると，
いつでも演算することができる

• 始点と終点が一致しているので，どの組み合わせで
も演算ができる．
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第２のアイデア：ホモトピー

• ホモトープなループは同じものとみなす．

• これによって，お互いに移り合えるループは同じも
のと考えることができる．
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障害物がないループは１点とホモトープ

• 内部に障害物がなければ，ループは１点に集約でき
る（可縮という）
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２つのアイデアを用いると
ループは群をなす

• 結論から言うと，与えられた位相空間とその中の一
点Pが与えられると，そこからループの群ができ
る．この群のことを基本群 (fundamental group) 
と呼ぶ．

• 位相同形な図形の基本群は同形になる．従って，基
本群が異なる図形は位相同形ではない．

• しかし，基本群が同じだからと言って位相同形とは
限らない．

9

π1(X;P )
基点図形

基本群は記号でこのように書く



ループが群をなす理由その１

• ループの演算は結合則を満たす．
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ループが群をなす理由その２

• 単位元が存在する．

• ホモトピックなものを同等に扱うからこうなる
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図 8.2: ホモトープな２つのループ

に対して，sは家に引っかかるので，uに一致させることができません．
始点を終点を Aに固定して，じわじわと動かしたときに一致させること

のできるループは皆同じグループに含まれるわけですから，直感的にいえ
ば，すべてのループは家と池を何周かしたループであると言えます．どの
ように家と池を回るかによって分類されるはずです．
さて，ここで群としての性質を考える場合，考えなければならないのが，

演算です．このようなホモトープなループどうしの演算における単位元は
存在するでしょうか．実は存在します．上の例で言えば，家も池も回らな
いループすなわち，uをホモトープなグループが単位元となります．それ
は，図 8.3によって明らかです．
この場合，

v · u � v (8.2)

ということになり，ホモトープなループを区別しないとすれば，

v · u = v (8.3)

と書くことができます．さらに逆元が何であるか考えてみましょう．これ
については図 8.4を見れば一目瞭然です．この場合，

v · v�1 = u (8.4)
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図 8.3: 任意のループと単位元との演算

図 8.4: あるループとその逆元との演算

と書くことができます．すなわち，あるループがあったら，それを逆回し
にするようなループと演算すれば，元にもどります．
以上に眺めたように１点からスタートして同じ点で終わるようなループ
のみを考えて，さらにホモトープなループどうしは同じものであると考え
ると群になります．すなわち，演算が全体として閉じていて，単位元が存
在して，それぞれの元に逆元が存在します．X をこの敷地として，このよ
うな群を �(X;A)と書いて，X の Aを基点とする基本群と呼びます．
このような経路のグループの集合が厳密に群になることの証明は教科書
に詳しく書かれています．詳しい証明が必要な場合にはそちらを参照して
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uv = v

これが単位元になる



ループが群をなす理由その３

• 任意のループには逆元が存在する．
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基本群の例：球面の基本群

• 球面上のループはすべて１点とホモトピックであ
る．

• 球面の基本群GはG = {e} である
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球面のステレオグラフィック写像を用いた説明

球面上（ただし北極を除く）の
点とxy-平面を同相につなぐ写
像．北極と無限遠点（∞）（xy

平面に追加する）を対応させれ
ば球面と平面は同相となる．こ
こで球面上の経路は北極を通ら
なければ，下図のように平面に
移すことができる．

あとは，下のような変換でt→0

とすることで原点に一致させる
ことができる．
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基本群の例： 円柱の基本群

• 底面のない円柱の基本群について考える．
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前回の庭の図形の基本群

• 前回の家と池のある家の基本群について考える．
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第8回 基本群の話

前節でホモトピー（ホモトープ性）について定義しました．ここでは
このホモトピーという道具を使って与えられた位相空間の性質を調べ
ます．位相空間が与えられたとき，我々は経路をすべて列挙するとい
うことはあまり意味がないと考え，ホモトープである２つの経路は同
じであると考えることにしました．こうすることによって，無駄な数
え上げを行うことを避けることができます．しかし，実は，一般的に
経路は無限個存在します．さらに，それらは群という構造を持ちます．

8.1 敷地の基本群
まずは，前回見た敷地の図形について，「基本群」という立場から眺めて

みます．まだ基本群について何も定義していませんが，そのアイデアは前
回の最後の部分で列挙しました．
まず，扱う経路はいつも演算できなくてはいけません．一般に経路の演

算は，最初の経路の終点と後の経路の始点が同じ点でなければいけません
ので，いつも演算できるためのには，始点と終点をある特定の点にすれば
良いわけです．そこで，Aという点をこの特定の点として，ここを出発し
てこの点へ戻る経路のみを考えます．ホモトープ性を議論する場合にも常
にこの点から始まりこの点で終わる経路しか利用しないで「じわじわ」と
変形させることを考えます．すなわち，ホモトープ性の裏付けとなる関数
F (t, s)について，

F (0, s) = F (1, s) = A (8.1)

が任意の 0 � s � 1について成立するが必要となります．
このようなループのみを考えると色々良いことがあります．まず，始点
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図 8.1: Aから Aへ戻って来る経路

と終点が一致していますので，２つのループを繋ぎ合わせて，別のループ
を作った場合，このループも Aから出発して Aへ戻るループとなります．
したがって，このようなループのみを考えて，そのその「繋ぎ合わせ」を
演算だと思うと，任意のループどうしで演算を行うことができます．さら
に，この演算は Aから Aへ戻るループの集合の中で閉じています．
ここでこのような集合を群として考えた場合，群に必要な単位元はある
でしょうか．前回見たように，単位元はありません．どのようなループでも
繋ぎ合わせてしまうと，AからスタートしてAへ戻ると性質はあるものの，
別のループになってしまいます．従って，このままでは群になりません．
ここで，前回の最後で述べた第２の方法が必要となります．すなわち，ホ
モトープ性は同値関係ですので，この同値関係でループの集合を「割り」ま
す．割るという意味は商集合を作るということです．すなわち，ホモトー
プ性という「友達関係」によって，友達同士のグループを作り，それをま
とめて一つのグループとします．たとえば，図 8.2の２つのループ sと tは
ホモトープですから，同じグループに属します．同じグループに属するも
のはひっくるめて同じものであると考えます．さらに考えると，図 8.2の
２つのループ u, v はホモトープです．vはたぐり寄せれば，uと同じにな
ります．このように考えると異なるループは何種類あるでしょうか．それ
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• G = <s, u>

• tは単位元



AからBへの経路の全体をどう考えるか？

• 前回扱った問題の解説
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第7回 じわじわと動かす – ホモトピー –

我々がここで対象としている実体は位相空間です．さらに我々は位相
同形性に対して不変な性質を調べようとしています．与えられた位相
空間がどのような構造を持っているのかを調べる一番基本的な方法は
位相空間の中で点を動かしてみることです．ここでは，「経路 (path)」
というものを用いて位相空間の構造を調べることを試みます．

7.1 空間の中を歩いてみる
ここでは道 (path)という考え方を導入します．これは人がある道を歩く
イメージに近いものです．
まず，皆さんは図 7.1に示されているような庭を歩いていると考えてくだ
さい．この場合に図のA地点から B地点への移動を考えます．A地点から
B地点へは色々な行き方があります．この節での我々のテーマはこの「行
き方」を分類することです．以前からの我々の方針として，引き延ばした
り，縮めることによって変化しない性質を導きだすことです．ここで「経
路」と呼んでいるものは，A地点から B地点へ地面を通って至る経路です．
ここでは，池をボートで渡ったり，家の壁や屋根をよじ登るような経路は
考えません．すなわち，地面以外の場所は通行不能であると考えます．も
ちろん家の玄関から裏口へ抜ける経路というものも考えません．
まず，図 7.1の経路 t は普通に Aから Bへ移動するものです．その隣に

位置する経路 uも素直に Aから Bへ移動する経路です．これに対して，v

という経路は池の反対側を廻って Bへ至る経路です．さらに経路 sは家の
裏側を通ってAからBへ至る経路です．ここで，それぞれの経路について，
それをちょっとだけずらした経路を考えることができます．すなわち，経路
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図 7.1: この絵の中で A地点から B地点へ行くいくつかの経路

図 7.2: 経路 tから経路 uへじわじわと変形する

はいくらでも作ることができます．我々は微妙な経路の差を区別したくあ
りません．本質的に違う経路だけをピックアップしたいわけです．
そこで，「じわじわと変形させる」という考え方を導入します．たとえば，
経路 tから経路 uへ「じわじわ変形させる」ことができます．図 7.2 はじわ
じわ変形させる過程を示しています．ここでは点線で表された中間的な経
路がしっかり地面を通っていなければなりません．もし，これが地面でない
場所を通過していたら，ルール違反であるということにします．また，じ
わじわと動かす際に経路の始点と終点は常に固定します．この場合，経路 t

と u の間には地面しかありませんので，すべての点線の経路は地面をちゃ
んと通過します．これに対して，経路 uと vについて考えてみます．この
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与えられた図形

通過できない場所



AからBへの経路の考え方(1)

• AからBへの経路は，Aを基点とするループを考え，
そこから最後にAからBへの経路をかければ良い．
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通過できない場所

LA,B = π1(X; A) t

LA,BはAからBへの経路
の全体



AからBへの経路の考え方(2)

• AからBへの任意の経路をqと置くと

q = (q t-1) t

と書ける． q t-1 はAを基点とするループである．
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基本群は基点に依存しない

• 与えられた位相空間Xが連結であれば，Xの基本群
は基点の取り方に依存しない．
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ください1．

8.2 敷地の基本群を形式的に記述する
さて，ここでは，前節で説明した敷地の基本群を記号で書くことを考え

てみましょう．群は前々回見たように数でないものを数のように扱えると
ころにうまみがあります．記号や式として書き下せると，それを単純な記
号として理解することによって，本質的な構造を解析したりすることがで
きます．
さて，ここでは，まず，家も池も回らない単位元のループを eと書きま
しょう．また，家を右回りに１周するループを hと書き，池を右回り１周
するループを pと書きましょう．左回りに１周するループはそれぞれ h�1,

p�1 と書くことができます．さらに家を２周するループは h · h = h2 と書
くことができます．また，池を３周すると，家を１周したことになるとい
うような性質は考えられませんので，結局，どの順番に家と池を回るかが
問題となります．従いまして，この基本群の任意の要素は，

⇥1 · ⇥2 · · · ⇥n (8.5)

と表現することができます．ただし，⇥i は h, h�1, p, p�1のいずれかとし，
nは 0以上の整数とします（n = 0の場合には eとします）．このような要
素で構成される群は hと pから構成される自由群ですから

�(X, A) = ⇥h, p⇤ (8.6)

と書くことができます．この群について注意して頂きたいのは，交換則が
成り立たないことです．順番が意味をもちます．池を１周してから家を１
周するのと家を一周してから池を一周するのは同じではありません．もし，
これが同じであれば，(p · h) · (h · p)�1 = eとならなければなりませんが，

(p · h) · (h · p)�1 = p · h · p�1 · h�1 �= e (8.7)
1教科書 37 ページから 42 ページまでを参照してください
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図 8.5: 始点を Aから B へ変更する

となります．与えられた図形の基本群を調べることによって，その図形の
位相的な性質を知ることができ，さらに，図形を分類することができます．
しかし，一つ疑問が生じます．ここで，基本群は始点をAに固定しました．
Aの位置を変えることによって，基本群は変わるのでしょうか．このこと
についてつぎの節で説明します．

8.3 基本群は始点の位置によって変わらない
前節まで，Aとい始点を指定して基本群 �(X, A)を調べましたが，直感

的に，Aを変えても基本群は変わりそうにありません．それはなぜでしょ
うか．始点をAからBに変更したとします．すると，Aを始点とするルー
プ xは，B から Aまでの経路を lとして，

l · x · l�1 (8.8)

のように変形することができます（図 8.5参照）．このように変更した場合，
２つループ xと yの演算は

l · x · l�1 · l · y · l�1 = l · x · (l�1 · l) · y · l�1 = l · x · y · l�1 (8.9)

となり，結局 x · yを変形したものと等しくなります．すなわち，Aを始点
としたときの基本群 �(X, A)とBを始点としたときの基本群 �(X, B)は同
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l · x · l
−1

l · x · l−1l · y · l−1
= l · xy · l−1

Aを基点とする基本群とBを基点とする基本群の構造は一致する



トーラスの基本群を考える

• トーラス（ドーナツ形）の基本群を考えてみる．

• トーラスには何種類の基本的なループがあるか？
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じ構造を持つことになります．ただし，注意して頂きたいのは，このよう
なことができるのは，Aから Bへ経路が存在する場合だけです．大抵は存
在するように思えますが，そもそも，図形が連結（繋がっているというこ
と）でない場合には，このような lをとることができませんので，この議
論は成り立ちません．対象とする図形X が連結である場合（大抵はそうで
すが），その基本群を単に �(X)と書くことがあります．
以上の議論から，繋がっている図形については，適当な場所を始点，終
点とするループによる基本群を考えれば十分であることがわかります．

8.4 トーラスの基本群
トーラス，すなわちドーナッツ型の面の基本群を考えてみましょう．トー
ラスは図形としては，穴のあいたものですが，ここでは，以前説明した展
開図で考えます．その方がずっと考えやすくなります．トーラス上ループ
はどのようになっているでしょうか．
図 8.6にトーラス上の異なるタイプの単純ループを示します．くれぐれも
この展開図の端が接着されていることを忘れないでください．この図の中
で左のループはAの付近で回るループです．これはいくらでもAの周りに
小さくすることができます．これに対して，真ん中のループを見てくださ
い．これは上下の辺を通過するようなループです．このループは組み立て
たトーラスで言えば，ドーナッツの輪の周りを回るループとなります．こ
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のようなループをうまく変形させて左のようなループにすることはできま
せん．これは本当は厳密な証明が必要ですが，ここでは，省略することに
します．
同様にして図 8.6の右のようなループがあります．これはもう一方の方向

に回るループです．このループは真ん中の図の縦に回るものとは本質的に
異なります．ここで見るように本質的に３種類のループが存在します．これ
は，この章の最初に見た敷地の例と本質的に同じように思えて来ます．す
なわち，池の周りを回るループと家のの周りを回るループの２種類，さら
にその場で一周するループがあります．この３種類と同じように思えて来
ます．すなわち，トーラスの基本群も < a, b >のような自由群ではないか
と思えて来ます．
ところが，そうではありません．図 8.6で真ん中の図に対応するループを

v とし，右側の横のループを hとしましょう．さらに，その場で回るルー
プを eとしましょう．このとき，v · h · v�1 · h�1を考えてみましょう．これ
は，図 8.7の左図のようなものです．これを Aを固定してホモトープに変
形して見ましょう．常にループは Aを通過しなければなりません．ループ
を徐々に寄せて行って，右下と左下から抜きますと，右図になります．さ
らに，左側に残った部分を徐々に左側に寄せて行くと右側から抜けて来て，
右図の中のループになります．これは eに等しくなります．すなわち，

v · h · v�1 · h�1 = e (8.10)

という式が成り立ちます．これより，(v · h) · (h · v)�1 = e という式になり，
結局

v · h = h · v (8.11)

ということになります．これは重要な関係式です．hと v は交換するとい
う性質があるので，基本群は可換群になります．この性質は敷地の基本群
にはない性質です．この性質からこの群の要素は hと vがそれぞれ何個存
在するかという個数の問題になります（もちろん個数はマイナスの数も許

92

これは一点に集約できてしまう これらは互いに移り合えない

これらのループは互いにホモトープでない
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トーラスの基本群の計算(1)

• 相異なる２つのループをそれぞれv, hとおく
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じ構造を持つことになります．ただし，注意して頂きたいのは，このよう
なことができるのは，Aから Bへ経路が存在する場合だけです．大抵は存
在するように思えますが，そもそも，図形が連結（繋がっているというこ
と）でない場合には，このような lをとることができませんので，この議
論は成り立ちません．対象とする図形X が連結である場合（大抵はそうで
すが），その基本群を単に �(X)と書くことがあります．
以上の議論から，繋がっている図形については，適当な場所を始点，終
点とするループによる基本群を考えれば十分であることがわかります．
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ラスは図形としては，穴のあいたものですが，ここでは，以前説明した展
開図で考えます．その方がずっと考えやすくなります．トーラス上ループ
はどのようになっているでしょうか．
図 8.6にトーラス上の異なるタイプの単純ループを示します．くれぐれも
この展開図の端が接着されていることを忘れないでください．この図の中
で左のループはAの付近で回るループです．これはいくらでもAの周りに
小さくすることができます．これに対して，真ん中のループを見てくださ
い．これは上下の辺を通過するようなループです．このループは組み立て
たトーラスで言えば，ドーナッツの輪の周りを回るループとなります．こ
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のようなループをうまく変形させて左のようなループにすることはできま
せん．これは本当は厳密な証明が必要ですが，ここでは，省略することに
します．
同様にして図 8.6の右のようなループがあります．これはもう一方の方向

に回るループです．このループは真ん中の図の縦に回るものとは本質的に
異なります．ここで見るように本質的に３種類のループが存在します．これ
は，この章の最初に見た敷地の例と本質的に同じように思えて来ます．す
なわち，池の周りを回るループと家のの周りを回るループの２種類，さら
にその場で一周するループがあります．この３種類と同じように思えて来
ます．すなわち，トーラスの基本群も < a, b >のような自由群ではないか
と思えて来ます．
ところが，そうではありません．図 8.6で真ん中の図に対応するループを

v とし，右側の横のループを hとしましょう．さらに，その場で回るルー
プを eとしましょう．このとき，v · h · v�1 · h�1を考えてみましょう．これ
は，図 8.7の左図のようなものです．これを Aを固定してホモトープに変
形して見ましょう．常にループは Aを通過しなければなりません．ループ
を徐々に寄せて行って，右下と左下から抜きますと，右図になります．さ
らに，左側に残った部分を徐々に左側に寄せて行くと右側から抜けて来て，
右図の中のループになります．これは eに等しくなります．すなわち，

v · h · v�1 · h�1 = e (8.10)

という式が成り立ちます．これより，(v · h) · (h · v)�1 = e という式になり，
結局

v · h = h · v (8.11)

ということになります．これは重要な関係式です．hと v は交換するとい
う性質があるので，基本群は可換群になります．この性質は敷地の基本群
にはない性質です．この性質からこの群の要素は hと vがそれぞれ何個存
在するかという個数の問題になります（もちろん個数はマイナスの数も許
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図 8.7: v · h · v�1 · h�1 の計算

します）．これより，

�(X, A) = ⇥h, v | h · v = v · h⇤ = {hivj | i, j � Z} (8.12)

と導かれます．ただし，Zは整数の集合です．これは，整数を２つペアに
した座標のようなものです．何回縦に回って，何回横に回ったか，回数だ
けが問題になるということです．この場合，どの順に回ったかはどうでも
良いというのがここでの結論です．

8.5 予習問題
1. 敷地の中に家が一軒だけあるケースについて，その敷地の基本群を
計算してください．この群は我々の知っているどのような群と同等で
しょうか．

2. 球面の基本群を計算してください．

3. 円柱の基本群を計算してください．

8.6 復習問題
1. 家の周りを右に２周するようなループの逆元が家の周りを左に２周す
るものであることを図を書いて説明してください．

2. メビウスの輪の基本群を求めてください．
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ます．すなわち，トーラスの基本群も < a, b >のような自由群ではないか
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右図の中のループになります．これは eに等しくなります．すなわち，
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という式が成り立ちます．これより，(v · h) · (h · v)�1 = e という式になり，
結局
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ということになります．これは重要な関係式です．hと v は交換するとい
う性質があるので，基本群は可換群になります．この性質は敷地の基本群
にはない性質です．この性質からこの群の要素は hと vがそれぞれ何個存
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トーラスの基本群の計算(2)

• 基本群はhとvによって生成されるが，hとvは交換す
るので，結局vの個数とhの個数が問題になる．

• これより，任意の要素は hnvm という形になる．

• 基本群は，π(X) = <h, v | hvh-1v-1> = Z2
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トーラスの基本群の計算(3)

• 別の考え方
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水平のループと垂直の
ループは交換する
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http://www.youtube.com/watch?v=nLcr-DWVEto

参考：

http://www.youtube.com/watch?v=nLcr-DWVEto
http://www.youtube.com/watch?v=nLcr-DWVEto


まとめ

• 基本群はある基点から出発し，その基点に戻ってく
るループ全体を集めたものである．ただし，互いに
ホモトープなループは同じループとみなす．

• 連結な図形の基本群は基点の取り方に依らず，同じ
構造を持つ

• 位相同形な２つの図形の基本群は同じ構造をもつ．
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