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基本群とは（復習）

• 基本群とは，ある基点から出発してその基点に戻っ
ているループの全体である．ただし，ホモトープな
ループは同一のものとみなす．
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第8回 基本群の話

前節でホモトピー（ホモトープ性）について定義しました．ここでは
このホモトピーという道具を使って与えられた位相空間の性質を調べ
ます．位相空間が与えられたとき，我々は経路をすべて列挙するとい
うことはあまり意味がないと考え，ホモトープである２つの経路は同
じであると考えることにしました．こうすることによって，無駄な数
え上げを行うことを避けることができます．しかし，実は，一般的に
経路は無限個存在します．さらに，それらは群という構造を持ちます．

8.1 敷地の基本群
まずは，前回見た敷地の図形について，「基本群」という立場から眺めて

みます．まだ基本群について何も定義していませんが，そのアイデアは前
回の最後の部分で列挙しました．
まず，扱う経路はいつも演算できなくてはいけません．一般に経路の演

算は，最初の経路の終点と後の経路の始点が同じ点でなければいけません
ので，いつも演算できるためのには，始点と終点をある特定の点にすれば
良いわけです．そこで，Aという点をこの特定の点として，ここを出発し
てこの点へ戻る経路のみを考えます．ホモトープ性を議論する場合にも常
にこの点から始まりこの点で終わる経路しか利用しないで「じわじわ」と
変形させることを考えます．すなわち，ホモトープ性の裏付けとなる関数
F (t, s)について，

F (0, s) = F (1, s) = A (8.1)

が任意の 0 � s � 1について成立するが必要となります．
このようなループのみを考えると色々良いことがあります．まず，始点
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図 8.1: Aから Aへ戻って来る経路

と終点が一致していますので，２つのループを繋ぎ合わせて，別のループ
を作った場合，このループも Aから出発して Aへ戻るループとなります．
したがって，このようなループのみを考えて，そのその「繋ぎ合わせ」を
演算だと思うと，任意のループどうしで演算を行うことができます．さら
に，この演算は Aから Aへ戻るループの集合の中で閉じています．
ここでこのような集合を群として考えた場合，群に必要な単位元はある
でしょうか．前回見たように，単位元はありません．どのようなループでも
繋ぎ合わせてしまうと，AからスタートしてAへ戻ると性質はあるものの，
別のループになってしまいます．従って，このままでは群になりません．
ここで，前回の最後で述べた第２の方法が必要となります．すなわち，ホ
モトープ性は同値関係ですので，この同値関係でループの集合を「割り」ま
す．割るという意味は商集合を作るということです．すなわち，ホモトー
プ性という「友達関係」によって，友達同士のグループを作り，それをま
とめて一つのグループとします．たとえば，図 8.2の２つのループ sと tは
ホモトープですから，同じグループに属します．同じグループに属するも
のはひっくるめて同じものであると考えます．さらに考えると，図 8.2の
２つのループ u, v はホモトープです．vはたぐり寄せれば，uと同じにな
ります．このように考えると異なるループは何種類あるでしょうか．それ
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円柱の基本群

• 円柱（底面が除かれているもの）の基本群の要素は
基点から出発して何周回ってもとに戻るかによって
決定される．
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射影平面の復習

• 射影平面は展開図で書くと，４辺の相対する辺を逆
向きに貼り合わせたもの．
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射影平面のイメージ
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原点を通る3次元直線と　　の交点を考えるz = 1
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水平直線

無限遠へ

無限遠から戻ってくる 同じ方向（逆方向も含む）の無限遠は
同一の点と解釈することができる．

��

�

�

ほとんどの3次元直線は　　　　
上の点と１対１に対応するが，水
平な直線だけは対応がない．その
ため，対応するように点を付加し
たものが射影平面である．



射影平面におけるループ

• 射影平面におけるループは２種類考えられる
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第9回 色々な図形の基本群

ここでは色々な図形の基本群について眺めてみます．実は基本群を求
めるというのは一般的には一筋縄ではいかない問題です．求められる
ものは求められますが，あまりきれいに求められないものもあります．
ここではいくつかの図形について基本群を求めてみます．

9.1 射影平面の基本群を計算してみる
射影平面とは何かについては以前説明しました．もし，射影平面につい

て忘れているのであれば，第５章を読み返してください．射影平面は図 5.9

に示されているように，相対する辺をねじって繋げた面です．球面と同様に
端というものが存在しません．このような図形を実際に画用紙などで実現
することはできません．実際に３次元空間中に実現することはできません
が，端を繋ぎ方をたとえばコンピュータの画面中でシミュレートすること
は可能ですし，この平面やそれを３次元に拡張した射影空間はコンピュー
タグラフィックスなどで頻繁に利用されています．
同じ端のない球面について考えてみると，どのようなループを作っても

引っかかるものがないので，すべてスルリと抜けて単純なループと同じに
なってしまいます．
射影平面の場合には，ちょっと事情が異なります．まず，射影平面上で

ループを作った場合，単純なループとしては図 9.1に示す３つのものが考
えられます．これはトーラスの場合と同様です．この図のうち真ん中と右
のループは実はホモトープです．これは，真ん中の図の張り合わせの部分
とループの交差点を徐々にずらしていけば右端の図に持っていくことがで

95

図 9.1: 射影平面上で点 Aを基点とするループ

きます．しかし，これらのループを左図のような単純ループにすることは
できません．
従って，単純ループを e, 真ん中の図のループを aという記号で表すこと
にしましょう．このとき，a2 = a · aを計算してみましょう．以前の敷地の
例では，池の周りを２周するということは単に「２周する」ということで
しかありませんでした．この場合はどうでしょうか．じつはこの場合には，
Aの近くで回った単純ループに一致してみます．図 9.2を見てください．こ
の場合，張り合わせの所まで行くループを 2つ作って，それを繋ぎ合わせ
ます．すなわち，Aの部分で切断して，組み替えて接合させます．このあ
と，右下の部分をどんどんずらして行きます．この場合，X, Y は同一点で
あるということに注意してください．ループの右下部分の X, Y が近づく
ようにずらしていくと，左上の X, Y も近づいていきます．完全に近づい
たところで右下に出ている部分を消失させることができます．さらに左上
の部分を小さくして張り合わせの部分から引っ張り出すと Aの近くを回る
ループ eに等しくなります．以上より，

a · a = e (9.1)

という式が成り立つことがわかりました．
この式からすぐにわかることは，

a = a�1 (9.2)

です．すなわち，aの方向を変えてもホモトープになるということです．こ
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この２つのループはホモトープ

このループをaとおく



a2を計算してみる

• aにどのような性質があるか調べてみる．もし何も
なければ，aを何回続けて回るかによって，基本群
要素が決まり，整数と同形な群となるが…
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図 9.2: 射影平面上で点 Aを基点とする２周のループの変形

の事実は良く考えると当たり前です．aと張り合わせの部分の交差点を 180

度ゆっくりとずらしていけば，方向の逆になったループを作り出すことが
できます．Aを通過するという性質を保存しつつ，じわじわと変形してい
るのでこれはホモトープです．
結局，射影平面の基本群 Gは G = �a|a2⇥ = {e, a} という２つの要素で

構成される群になります．aを何重に重ねても結局偶数回回した分は回さ
ないのと同じということになります．すなわち，

a2n+1 = a (9.3)

という公式が成り立つことになります．

9.2 クラインの壷の基本群
つぎに多少複雑な例として，クラインの壷の基本群を計算してみましょ

う．もちろんクラインの壷は３次元空間では実現することができませんが，
展開図として表現することができます．前述の射影平面と同様にこの図形
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図 9.3: クラインの壷とその上のループの変形

の基本群について考えてみます．
クラインの壷は図 9.3の左図の展開図によってに示される閉曲面です．以
前説明したように，この図形は現実に３次元空間に実現することができま
せん．この図形には自明でないループとして 2種類考えられます．一つは
点 Aから出発して上の辺まで到達して，逆向きに貼り合わされている下の
辺から出てA に戻るループ，もう一つはAから出発して右側の辺に至って，
そこからそのまま左側に出てくるループです．これらのループはともに，１
点に集約することのできないループで，基本群の生成元になるループです．
これらのループをそれぞれ，a, bとおきます．このとき，aと bの関係につ
いて調べてみます．ループどうしの関係を調べるには，連接 abを作って，
それらをホモトープに変形してみればよいでしょう．図 9.3に示すように，
abを変形していくと，ホモトープに b�1aに変形できます．すなわち，

ab = b�1a (9.4)

という性質が出てきます．これを変形すれば，

baba�1 = e (9.5)
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ここからの帰結

• 貼り合わせた部分を通るように2回続けて回ると，
局所的に回るのと同じになってしまう．
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= e

π1(X) = {e, a} = ⟨a|a2⟩



クラインの壷の基本群(1)

• クラインの壷は射影平面と同様に３次元空間で実現
できない閉曲面である．
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クラインの壷の基本群(2)

• トーラスと同様にして
縦の辺と交差するルー
プと横の辺に交差する
ループは異なる．
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図 9.2: 射影平面上で点 Aを基点とする２周のループの変形

の事実は良く考えると当たり前です．aと張り合わせの部分の交差点を 180

度ゆっくりとずらしていけば，方向の逆になったループを作り出すことが
できます．Aを通過するという性質を保存しつつ，じわじわと変形してい
るのでこれはホモトープです．
結局，射影平面の基本群 Gは G = �a|a2⇥ = {e, a} という２つの要素で

構成される群になります．aを何重に重ねても結局偶数回回した分は回さ
ないのと同じということになります．すなわち，

a2n+1 = a (9.3)

という公式が成り立つことになります．

9.2 クラインの壷の基本群
つぎに多少複雑な例として，クラインの壷の基本群を計算してみましょ

う．もちろんクラインの壷は３次元空間では実現することができませんが，
展開図として表現することができます．前述の射影平面と同様にこの図形

97

図 9.3: クラインの壷とその上のループの変形

の基本群について考えてみます．
クラインの壷は図 9.3の左図の展開図によってに示される閉曲面です．以

前説明したように，この図形は現実に３次元空間に実現することができま
せん．この図形には自明でないループとして 2種類考えられます．一つは
点 Aから出発して上の辺まで到達して，逆向きに貼り合わされている下の
辺から出てA に戻るループ，もう一つはAから出発して右側の辺に至って，
そこからそのまま左側に出てくるループです．これらのループはともに，１
点に集約することのできないループで，基本群の生成元になるループです．
これらのループをそれぞれ，a, bとおきます．このとき，aと bの関係につ
いて調べてみます．ループどうしの関係を調べるには，連接 abを作って，
それらをホモトープに変形してみればよいでしょう．図 9.3に示すように，
abを変形していくと，ホモトープに b�1aに変形できます．すなわち，

ab = b�1a (9.4)

という性質が出てきます．これを変形すれば，

baba�1 = e (9.5)

98

ab = b
−1

a

aba
−1

b = e



クラインの壷の基本群(3)

• 以上の議論からつぎの結果が得られる．
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π1(X) = ⟨a, b|aba−1b⟩



クラインの壷の基本群(4)

• クラインの壷の基本群の一つの表現
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c = ab とおく

と書くこともできます．これより，この図形の基本群は，

G =
�
a, b | baba�1

⇥
(9.6)

と書くことができます．この群について，多少代数的な解析をしてみます．
このままではこの群がどのような構造をしているかがはっきりとわかりま
せん．abが出現したら，b�1aと書き換えられるということはわかるのです
が，それ以上には何も見えてきません．
そこで，c = abと置いてみます．このようにおくと，b = a�1cと書くこ
とができ，いつでも c � bの入れ替えができますので，a と cをこの群の
生成元としても問題がありません．これは基底変換のようなものです．こ
のとき，aと cの関係について見てみます．(9.4 に b = a�1cを代入すると，
つぎのようになります：

a(a�1c) = (a�1c)�1a (9.7)

c = c�1aa (9.8)

c2 = a2 (9.9)

これより，c = abを 2回行った場合には aを 2回行ったものに置き換える
ことが可能であることがわかります．したがって，

G =
�
a, c | a2c�2

⇥
(9.10)

と書くことができます．cが 2個以上存在したら，cの偶数個分だけは a に
置き換えて構わないということですから，これより，この群の要素の一般
形は

cam1cam2 · · · amnc (9.11)

という形に書けることがわかります．
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図 9.4: 結び目の例

9.3 ３次元空間の中の結び目の基本群
教科書で扱っているもう一つの基本群の例についてここで見てみます．こ

れまでは面上の基本群について考えてきましたが，ここでは 3次元空間中
の基本群について考えます．ただし，単純な 3次元ユークリッド空間の基
本群は自明です．ここではある特殊な図形を除いて残った部分の基本群に
ついて考えます．ここで考えるのは「結び目」とか「絡み目」と呼ばれて
いる図形です．
こららの図形はひも状の 1次元の図形をループ状にしたものや，ループ

状になったものが複数絡んだものです．ループ状になった１次元のひも状
の図形はループですから，その図形の自体は円周と同相であり，位相的な
性質の議論はこれでつきてしまいます．しかし，たとえば，図 9.4に示され
るのような図形の場合，明らかに単純な円周とは違う状況を呈していると
言えます．それでは何が違うのでしょうか．この問題に対して位相幾何学
では，このループ状の図形そのものの位相を考えるのではなくて，空間全
体から，この図形を取り除いた部分の構造に着目するという解決法をとり
ます（他にも考え方はあるのかもしれませんが）．
このような結び目を考える場合，このループ自体ではなく，3次元空間

R3 からこのループ K を取り除いた部分，R3 \ K を考えることにします．
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ことが可能であることがわかります．したがって，

G =
�
a, c | a2c�2

⇥
(9.10)

と書くことができます．cが 2個以上存在したら，cの偶数個分だけは a に
置き換えて構わないということですから，これより，この群の要素の一般
形は

cam1cam2 · · · amnc (9.11)

という形に書けることがわかります．
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9.3 ３次元空間の中の結び目の基本群
教科書で扱っているもう一つの基本群の例についてここで見てみます．こ

れまでは面上の基本群について考えてきましたが，ここでは 3次元空間中
の基本群について考えます．ただし，単純な 3次元ユークリッド空間の基
本群は自明です．ここではある特殊な図形を除いて残った部分の基本群に
ついて考えます．ここで考えるのは「結び目」とか「絡み目」と呼ばれて
いる図形です．
こららの図形はひも状の 1次元の図形をループ状にしたものや，ループ

状になったものが複数絡んだものです．ループ状になった１次元のひも状
の図形はループですから，その図形の自体は円周と同相であり，位相的な
性質の議論はこれでつきてしまいます．しかし，たとえば，図 9.4に示され
るのような図形の場合，明らかに単純な円周とは違う状況を呈していると
言えます．それでは何が違うのでしょうか．この問題に対して位相幾何学
では，このループ状の図形そのものの位相を考えるのではなくて，空間全
体から，この図形を取り除いた部分の構造に着目するという解決法をとり
ます（他にも考え方はあるのかもしれませんが）．
このような結び目を考える場合，このループ自体ではなく，3次元空間

R3 からこのループ K を取り除いた部分，R3 \ K を考えることにします．
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この群の要素の一般形



基本群による結び目の解析

• ３次元空間中の結び目：
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と書くこともできます．これより，この図形の基本群は，

G =
�
a, b | baba�1

⇥
(9.6)
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図形としては
同相である

２つの図形は位相同形なの
でひもの上に住んでいる人
には違いはわからない

X Y



それではどうやって解析するか？

• XとYは位相同形だが，(R3-X)と(R3-Y)は位相同形で
はない！

• そこで， R3-Xの基本群を計算する．これのことを結
び目Xの基本群という．
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具体的にどうするか？(1)

• R3の点を基点として，結び目のある位置は通過でき
ないとして，どのようなループがあるかを数え上げ
る．
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ループ

解析対象の結び目

P



具体的にどうするか？(2)

• 対象となる結び目に方向を考えて，
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P
a

π1(X) = ⟨a⟩



結び目の解析の例(1)

• ２本のひもが絡んでいるものを考える．
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図 9.5: ここで基本群を考える絡み目

この図形の性質を求めて，それをこのループの性質とするわけです．具体
的には，R3 \ K の基本群を計算し，これをこの結び目K の基本群と定義
します．
図 9.4のループについては教科書でその基本群を計算していますので，こ
こでは，その他の例ということで，図 9.5のような図形（これは２つのルー
プから構成されているので絡み目と呼びます）について考えてみます．
空間全体からこの図形を取り除いた図形の基本群を考えますので，この
絡み目の部分は通過できないと仮定した場合の基本群を考えます．適当な
位置を基点としてそこからのループを考えます．
教科書で扱っているようにある程度形式化して考える方法はありますが，
ここでは，そのまま原始的にループを変形することによって，欲しい性質
を導くことにします．実は，結び目や絡み目の基本群は教科書に記述され
ている方法を用いることによって，機械的に求めることができます．これ
については教科書を参照してください．
ここで考える絡み目は２つの部分から成っています．それぞれはループ
で，このループの部分が取り除かれている空間の基本群を求めれば良いの
で，基点A を出発してそれぞれのループの輪をぐるぐると回ってAに戻っ
てくるループを考えればよいことになります．基点 Aから左側のループを
一周する経路を a と書くことにします．また，右のループを一周する経路
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図 9.6: 絡み目にからむループの変形

を bとしましょう．ただし，それぞれのループには方向があって，これらの
ループを右ねじの方向に回すとときを正の方向と考えます．このとき，ルー
プは一般に aと bをいくつか順番に並べたものであると言えます（図 9.6

参照）．このとき，aと bの関係を調べます．直感的に aと bは別のもので
あると認めることにしましょう．aを何回行っても bになることはありませ
んが，

p = aba�1 (9.12)

を考えてみましょう．このパスは定義どおり描けば，図 9.6の上段の真ん
中の図のようになります．このパスをホモトープに変形していくと，上段
右，下段右のようになります．ここで，下段右のようになったループはさ
らにぐるっと絡み目の片方を回すことによって bそのものなります．この
変形がホモトープに行えたことから，

aba�1 = b (9.13)
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結び目の解析の例(2)

• 輪は２つあるので，それぞれを回るループをa, bとお
く．
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右，下段右のようになります．ここで，下段右のようになったループはさ
らにぐるっと絡み目の片方を回すことによって bそのものなります．この
変形がホモトープに行えたことから，

aba�1 = b (9.13)
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aba
−1の計算



結び目の解析の例(3)

• これより，基本群はつぎのようになる．

19

aba
−1

= b

ab = ba

図 9.7: 穴のあいたトーラス

という等式が得られます．両辺に右から aをかけることによって，

ab = ba (9.14)

が成り立つことになります．すなわち，基本群では aと bの間に交換則が
成り立つことになり，一般のパスについて，

an1bm1an2bm2 · · · ankbmk = an1+n2+···nkbm1+m2+···mk (9.15)

が成り立ちます．すなわち，一般のパスについては aが何回，bが何回行わ
れるかということが本質的であることがわかります．以上の考察から，求
める基本群の要素は (n,m), (n, mは整数）と表現できることがわかり，基
本群は Z2 に同形であることがわかります．

9.4 予習問題
1. 図 9.4に示される結び目の基本群を求めよ．（ヒント：教科書を参照す
るか，または，図上で連結な３つの部分をそれぞれ定められた方向に
回ったときのパスを a, b, cとおくとき，それぞれの要素がどのよう
な関係になるのか考えよ．）

2. 本章で解説した絡み目について aba�1b�1を図示し，それが単位的パ
ス e（すなわち何にも絡まないループ）にホモトープに変形できるこ
とを示せ．
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9.5 復習問題
1. トーラスに円形の穴をあけた図形の基本群を求めよ（図 9.7参照）．
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π1(X) = ⟨a, b|aba−1b−1⟩

= {anbm|n, m ∈ Z} = Z2



別の結び目では…

• この結び目では
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π1(X) = ⟨a, b⟩
自由群



まとめ

• いくつかの閉曲面について基本群を計算した

• いくつかの結び目について基本群を計算した．教科
書では機械的に基本群を求める方法について解説さ
れている．
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練習問題

以下のような射影平面から円盤を取り除いた図形につ
いて以下の問い答えよ．

1. 基点Pを出発してPへ戻るループaおよびbについて，
a2 = b であることを示せ．【ヒント：a-1 b = a を示せ
ば良い】

2. この図形の基本群を求めよ．
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P

X

X

a b

射影平面から円盤を抜くとメビウ
スの輪になることを思い出そう



P

X

X

a b


