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確率空間の復習

確率空間とは，標本空間，事象の集合，確率
が組になったものである．すなわち，

　　　　(Ω, E, P）

のことを確率空間と呼ぶ．確率空間があらか
じめ与えられていないと確率を計算すること
はできない．
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サイコロの確率空間（復習）
たとえば，サイコロの確率空間はつぎのよう
に図示される．

Ω
1, 2, 
3, 4,
5, 6

E

0

1P
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確率変数とは(1)
確率変数は厳密には変数ではなく，標本空間
から実数への写像である．
任意の実数 x について，標本空間の部分集合

が常に事象になることが要求される．

{t ∈ Ω | X(t) ≤ x}

Ω
x

確率が計算できる
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確率変数とは (2)
確率変数は厳密には変数ではなく，標本空間
から実数への写像である．
任意の実数 x について，標本空間の部分集合

が常に事象になることが要求される．

{t ∈ Ω | X(t) ≤ x}

Ω

x確率が計算できる
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確率変数とは (3)
確率変数は厳密には変数ではなく，標本空間
から実数への写像である．
任意の実数 x について，標本空間の部分集合

が常に事象になることが要求される．

{t ∈ Ω | X(t) ≤ x}

Ω

x確率が計算できる
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確率変数とは (4)
確率変数は厳密には変数ではなく，標本空間
から実数への写像である．
任意の実数 x について，標本空間の部分集合

が常に事象になることが要求される．

{t ∈ Ω | X(t) ≤ x}

Ω

x確率が計算できる
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確率変数とは (5)
確率変数は厳密には変数ではなく，標本空間
から実数への写像である．
任意の実数 x について，標本空間の部分集合

が常に事象になることが要求される．

{t ∈ Ω | X(t) ≤ x}

Ω

x確率が計算できる
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確率変数とは (6)
確率変数は厳密には変数ではなく，標本空間
から実数への写像である．
任意の実数 x について，標本空間の部分集合

が常に事象になることが要求される．

{t ∈ Ω | X(t) ≤ x}

Ω

x確率が計算できる

∅
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確率変数とは (7)
確率変数は厳密には変数ではなく，標本空間
から実数への写像である．
任意の実数 x について，標本空間の部分集合

が常に事象になることが要求される．

{t ∈ Ω | X(t) ≤ x}

Ω

x

確率が計算できる
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確率変数の効用
確率変数を導入することにより，すべての事
象を対象するのではなく，{X ! x}という事象
のみを対象とすることになり，議論が単純に
なる．
違う確率空間であっても確率変数としては同
じ構造をもつ場合があり，良くでてくる確率
変数を分類して研究することができる．
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分布関数
分布関数はあるxを指定したとき，それに確率
P{X ! x}を対応させる関数である．

Ω

x

確率
P{X ! x}

F (x) = P{X ≤ x}
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分布関数の形
しきい値 x が十分大きくなれば，分布関数の
値は，ほぼ全部の根元事象を含む事象の確率
になる

F (x) = P{X ≤ x}

x

F(x)

0

1
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分布関数の性質
分布関数の明らかに成り立つ性質としてつぎ
のようなものがある．

さらに，F(x)は単調増加関数である．
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20 x

F(x)

図 2: 0と 2の間の一様分布の分布関数

くなる．これは，2つの事象について

{X ≤ x} ⊂ {X ≤ x + ∆x} (6)

という包含関係がなりたつことから，

F (x) = P (X ≤ x) ≤ P (X ≤ x + ∆x) (7)

が得られるので明らかである．ただし，∆xは十分に小さい実数であるとする．
さらに，xが十分に小さくなると，確率分布関数は 0に近づく．一方，xが十分

に大きくなると 1に近づく．これを式で表せばつぎのようになる：

lim
x→−∞

F (x) = 0, (8)

lim
x→∞

F (x) = 1 (9)

確率分布関数は確率空間の構造が異なっても，確率変数の取り方によって，同
じものになる可能性がある．実際，特徴的で頻繁に出現する確率分布関数がいく
つか知られており，それらの性質を解析することは，工学的に重要である．

4 確率密度関数と確率関数
連続的な確率分布で考えたとき，(確率)密度関数 ((probability) density func-

tion)とは，分布関数の導関数のことである．すなわち，

f(x) = lim
∆x→0

P (X ≤ x + ∆x)− P (X ≤ x)

∆x
(10)

と定義される（もし，微分の定義を忘れているのであればしっかり復習しておこ
う！）．上式の右辺の分子に現れる事象の包含関係より，

f(x) = lim
∆x→0

P (x < X ≤ x + ∆x)

∆x
(11)

3
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サイコロを振る試行の分布関数(1)
サイコロを振って，その目を観測するという
試行を考える．出る目は1から6までであり，
それぞれが出るという根元事象をRiと書こ
う．標本空間は

である．また，確率変数Xはつぎのように定義
する：

山本 修身
2008.05.14

確率論 第6回 まとめ
— 確率変数と確率分布関数—

1 確率変数
これまで，確率の計算の基本は確率空間であると強調して来た．これは正しい
が，確率空間の取り方は非常に多岐にわたり，それぞれの確率空間の性質を解析
することは，困難であり，あまり効率的でない．そこで，確率空間を仮定せずに，
確率空間から得られるある値のみに注目して，その値の確率の特徴によって，確
率現象を特徴づけることを考える．そのための枠組みが確率変数である．確率変
数はいわゆる変数ではない．確率変数は標本空間から実数への写像である．すな
わち，Xをある確率変数とすれば，

X : Ω→ R (1)

と書くことができる．ただし，Rは実数の集合を表す．確率変数は，つぎの性質
を満たす必要がある．

任意の実数 xについて {t ∈ Ω | X(t) ≤ x}がつねに事象の集合Eの要
素となっている．

これは取りもなおさず，上記の標本空間の部分集合について確率が常に計算でき
ることを意味している．

2 確率分布関数
確率変数Xについて，Xがある値 x以下となる事象の確率は

F (x) = P (X ≤ x) (2)

と書けるが，この量は xの関数となっている．この量を xの関数とみなしたとき，
これを確率変数 X の (確率)分布関数 ((probability) distribution function)

と呼ぶ．
各面が等確率ででるサイコロを振るという試行を考える．この場合，

Ω = {R1, R2, R3, R4, R5, R6} (3)

1
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図 1: サイコロの目の分布関数

と書くことができる．ただし，Riは面 iがでるという根本事象である．このとき，

X(Ri) = i (4)

と定義すれば，Xは確率変数となる．これにより，分布関数 F (x)は F (1) = 1/6,

F (2) = 2/6, F (3) = 3/6, F (4) = 4/6, F (5) = 5/6, F (6) = 6/6 = 1, となる．ここ
で注意する必要があるのは，分布関数は実数値関数であるということである．あら
ゆる実数について F は値をもつ．実際，1 ≤ x < 2となる xについて F (x) = 1/6

である．離散的な確率分布であっても，分布関数は実数値関数である．ただし，連
続関数であるとは限らない．実際，この場合，x = 2において急に値が変化する
(図 1参照)．一般に，離散的な確率分布では分布関数は図 1に示すような階段関数
になる．
また，連続的な確率空間の場合（標本空間が連続的である場合），分布関数関数

は連続的な関数となる．たとえば，0から 2までの実数がランダムに出現するよう
な試行を考える．この場合，どの数が出るのも全て等しく確からしいと仮定する．
この試行の確率変数はXとおけば，分布関数は，0 ≥ x ≥ 2として，

F (x) = P (X ≤ x) = (x− 0)/2 = x/2 (5)

と書くことができる．これを，グラフで示せば，図 2のようになる．この分布を
一様分布と呼ぶ．

3 分布関数の性質
分布関数の値は確率であるので，[0, 1]の要素である．さらに，分布関数は単調

増加関数である．すなわち，xが大きくなると，必ず F (x)は変化しないか，大き

2
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サイコロを振る試行の分布関数(2)
確率変数Xの分布関数はつぎのようになる．
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F (x) = P{X ≤ x}

連続的な確率変数の分布関数(1)
連続的な確率分布の例として，0から2までの
数がすべて等確率で出現するような試行を考
える．
連続的な分布であるので，たとえば1.0が出現
する確率を考えれば0となる．区間[a, b]の値が
出現する確率は(b - a) / 2と定義する．

0 2a b
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連続的な確率変数の分布関数(2)
分布関数はF(x) = P{X ! x}と定義されるの
で，

となる．
F (x) = P{X ≤ x} =

x − 0

2
(x ≤ 2)

1

20 x

F(x)
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確率密度関数とは
確率密度関数とは，確率分布関数の導関数の
ことである．特に連続的な確率変数について
は分布関数を眺めるよりも密度関数を眺める
方が確率分布の性質を直感的に理解しやす
い．
定義より，

と書ける．

f(x) =
dF (x)

dx
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確率密度関数の性質
確率密度関数は分布関数の微分であり，確率
分布（確率変数）を分布関数で眺めても密度
関数で眺めても情報量に変わりはない．
分布関数を密度関数を用いて表現すれば，つ
ぎのようになる：

F (y) =

∫ y

−∞

f(x)dx
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確率密度の解釈(1)
確率密度関数は微分の定義より，

が成り立ち，さらに分母の解釈から，

と書ける．

1
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図 2: 0と 2の間の一様分布の分布関数

くなる．これは，2つの事象について

{X ≤ x} ⊂ {X ≤ x + ∆x} (6)

という包含関係がなりたつことから，

F (x) = P (X ≤ x) ≤ P (X ≤ x + ∆x) (7)

が得られるので明らかである．ただし，∆xは十分に小さい実数であるとする．
さらに，xが十分に小さくなると，確率分布関数は 0に近づく．一方，xが十分

に大きくなると 1に近づく．これを式で表せばつぎのようになる：

lim
x→−∞

F (x) = 0, (8)

lim
x→∞

F (x) = 1 (9)

確率分布関数は確率空間の構造が異なっても，確率変数の取り方によって，同
じものになる可能性がある．実際，特徴的で頻繁に出現する確率分布関数がいく
つか知られており，それらの性質を解析することは，工学的に重要である．

4 確率密度関数と確率関数
連続的な確率分布で考えたとき，(確率)密度関数 ((probability) density func-

tion)とは，分布関数の導関数のことである．すなわち，

f(x) = lim
∆x→0

P (X ≤ x + ∆x)− P (X ≤ x)

∆x
(10)

と定義される（もし，微分の定義を忘れているのであればしっかり復習しておこ
う！）．上式の右辺の分子に現れる事象の包含関係より，

f(x) = lim
∆x→0

P (x < X ≤ x + ∆x)

∆x
(11)
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図 2: 0と 2の間の一様分布の分布関数

くなる．これは，2つの事象について

{X ≤ x} ⊂ {X ≤ x + ∆x} (6)

という包含関係がなりたつことから，

F (x) = P (X ≤ x) ≤ P (X ≤ x + ∆x) (7)

が得られるので明らかである．ただし，∆xは十分に小さい実数であるとする．
さらに，xが十分に小さくなると，確率分布関数は 0に近づく．一方，xが十分

に大きくなると 1に近づく．これを式で表せばつぎのようになる：
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x→−∞

F (x) = 0, (8)

lim
x→∞

F (x) = 1 (9)

確率分布関数は確率空間の構造が異なっても，確率変数の取り方によって，同
じものになる可能性がある．実際，特徴的で頻繁に出現する確率分布関数がいく
つか知られており，それらの性質を解析することは，工学的に重要である．

4 確率密度関数と確率関数
連続的な確率分布で考えたとき，(確率)密度関数 ((probability) density func-

tion)とは，分布関数の導関数のことである．すなわち，

f(x) = lim
∆x→0

P (X ≤ x + ∆x)− P (X ≤ x)

∆x
(10)

と定義される（もし，微分の定義を忘れているのであればしっかり復習しておこ
う！）．上式の右辺の分子に現れる事象の包含関係より，

f(x) = lim
∆x→0

P (x < X ≤ x + ∆x)

∆x
(11)
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確率密度の解釈(2)
最後の式から，確率密度は確率変数Xが区間[x, 
x + Δx]に含まれる確率をΔxで割った値の極
限値であることがわかる．これは，確率その
ものではなく，この区間に含まれる確率がΔx

が小さくなると共にどの程度小さくなるかと
いう割合を示している．

1
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図 2: 0と 2の間の一様分布の分布関数

くなる．これは，2つの事象について

{X ≤ x} ⊂ {X ≤ x + ∆x} (6)

という包含関係がなりたつことから，

F (x) = P (X ≤ x) ≤ P (X ≤ x + ∆x) (7)

が得られるので明らかである．ただし，∆xは十分に小さい実数であるとする．
さらに，xが十分に小さくなると，確率分布関数は 0に近づく．一方，xが十分

に大きくなると 1に近づく．これを式で表せばつぎのようになる：
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F (x) = 0, (8)

lim
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F (x) = 1 (9)

確率分布関数は確率空間の構造が異なっても，確率変数の取り方によって，同
じものになる可能性がある．実際，特徴的で頻繁に出現する確率分布関数がいく
つか知られており，それらの性質を解析することは，工学的に重要である．

4 確率密度関数と確率関数
連続的な確率分布で考えたとき，(確率)密度関数 ((probability) density func-

tion)とは，分布関数の導関数のことである．すなわち，

f(x) = lim
∆x→0

P (X ≤ x + ∆x)− P (X ≤ x)

∆x
(10)

と定義される（もし，微分の定義を忘れているのであればしっかり復習しておこ
う！）．上式の右辺の分子に現れる事象の包含関係より，

f(x) = lim
∆x→0

P (x < X ≤ x + ∆x)

∆x
(11)
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確率密度関数と分布関数の関係
密度関数は分布関数の導関数であるが，逆に
考えれば分布関数は密度関数の積分である．
すなわち，つぎのように書ける：

1/2

2

f(x)

x

図 3: 一様分布の確率密度関数

と書く方が自然である．これを解釈すると，確率変数Xが微小区間 [x, x+∆x) に
入る確率を増分の∆xで割った値である．連続分布では，確率変数Xが微小区間
[x, x + ∆x) に入る確率自体は∆xを小さくすると限りなく小さくなるが，小さく
なる “割合”は一定値に収束することが期待できる．この割合で，確率分布を眺め
ようとするのが確率密度関数である．直感的に言うと，この関数の値は確率では
ないが，分布関数 f(x)は確率変数X が x 辺りの値をとる可能性がどのくらい大
きいかを表す指標である．
密度関数を用いれば，分布関数は，

F (y) =

∫ y

−∞
f(x)dx (12)

と書くことができる．さらに F (∞) = 1であることから，
∫ ∞

−∞
f(x)dx = 1 (13)

が得られる．離散的な確率分布の場合，分布関数が階段関数になることから，確
率が正の場所では密度関数は発散してしまう．そのため，確率密度関数に対応す
る関数として，確率関数を導入する．確率関数は

p(x) = P (X = x) (14)

と定義する．この関数の値は確率である．
図 2に示した分布の確率密度関数は図 3に示すようになる．

4

x

f(x) F(y)

y
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密度関数の全域の積分は1である
密度関数を全域で積分すると1である．
なぜならば，

より，

lim
x→∞

F (x) = 1

∫
∞

−∞

f(x)dx = 1
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確率関数
離散した確率変数（確率変数で離散した値し
かとらないもの）については前述のように分
布関数は階段関数になる．従って，分布関数
を定理することができない．
密度関数に対応するものとして，確率関数を
定義することができる．ただし，密度関数と
は次元が異なることを注意する必要がある．

p(x) = P (X = x)
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サイコロの確率関数は…
サイコロの確率関数は以下のように定義でき
る：

p(x) =

{

1/6 (x = 1, 2, 3, 4, 5, 6)
0 (otherwise)

1/6

1 2 3 4 5 6 x

p(x)
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確率分布の例：指数分布
指数分布はつぎのような密度関数を持つ確率
分布である：

5 分布関数の例
5.1 指数分布
指数分布は確率変数が時間を表すとしたとき，それぞれの時点での確率密度が
時間に関して指数関数的に小さくなっていく連続分布である．この分布は

f(x) = λe−λx (x > 0) (15)

と書ける．ただし，λは正の定数である．また，密度関数を積分することにより，
指数分布の分布関数は，

F (y) = 1− e−λy (y > 0) (16)

となる．ここで指数分布の性質を導く．確率変数Xが時点 x以下でないという条
件の下でXが微小時間 [x, x + ∆x)にはいる確率を計算するとつぎのようになる．

P (x < X ≤ x + ∆x | x < X) =
P (x < X ≤ x + ∆x)

P (x < X)

=
F (x + ∆x)− F (x)

1− F (x)

=
f(x)∆x

1/λf(x)
= λ∆x (17)

となり∆xの定数倍となる．これは，指数分布では，ある時点まで値が出なかった
場合につぎの瞬間に出る確率（確率密度）がいつも等しいという性質が成り立つ
ことを示している．指数分布に従う現象としては，放射性の原子が崩壊するまで
の時間などが知られている．このとき，ln 2/λ のことを半減期と呼ぶ．

5.2 幾何分布
1枚のコインを何度も振り，表が出たら止めるという試行を考える．このとき，

コインを振った回数の分布を考える．ただし，このコインでは表の出る確率が p,

裏の出る確率が q = 1− pとする．この場合，確率関数は，

P (X = k) = qk−1p (k = 1, 2, 3, . . .) (18)

と書くことができる．実際
∞∑

i=1

P (X = k) =
p

1− q
= 1 (19)

となり，「すべての確率を足すと 1である」という性質が成り立っている．
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指数分布の性質
密度関数を積分することにより，分布関数
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である．また，確率変数Xがx以上であるとい
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5 分布関数の例
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指数分布従う現象
色々な現象があるが，有名なのは，放射性の
原子が崩壊するまでの時間の分布である．時
間とともに崩壊していない確率は小さくなっ
ていく．ちょうど崩壊していない確率が1/2
になる時間を半減期と呼ぶ．これはこの分布
の性質から ln2 / λ となる．

1 − e−λx
= 1/2

e−λx
= 1/2

−λx = − ln 2

x = ln 2/λ
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幾何分布
幾何分布は離散分布でありながら，とる値が
無限個存在する分布である．
1枚のコインを何回も振る試行を考える（これ
をベルヌーイ試行と呼ぶ）．このとき，表が
最初にでるまでの振った回数の分布である．
確率関数はつぎのようになる．
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幾何分布の性質
確率変数は無限種類の値をとるが，確率を全
部足すと1になる．

∞∑

i=1

P (X = k) =
∞∑

i=1

qk−1p =
p

1 − q
= 1

q = 1 − p
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