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確率分布の特徴をとらえる
確率分布が与えられたとき，その特徴を抽出
することによって，その確率分布をおおまか
に理解することができる．
特徴として一番単純なのは平均（期待値）で
ある．

密度関数 f(x)

期待値とは（連続的確率変数の場合）
期待値 (expectation) は，平均 (mean) とも
呼ばれる．確率変数 X の密度関数をf(x)とし
たとき，

と表現される．
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1 平均とは何か
確率分布関数や密度関数は，確率分布に関する情報を 100%持っているといえる．
確率空間を確率分布から決定することはできないが，ある確率変数に注目した場
合，その値がどのように出現するかは分布関数によって完全に記述されている．も
ちろん，確率現象であるので，確実にどの値が出現するかを言い当てることは不
可能である．
我々が多くの現象を眺める場合，確率分布をすべて把握する必要の無い場合が
多い．たとえば，ある物理現象によって，物理量が観測される場合，大体どのく
らい値が出てくるのかということは非常に重要な情報であるが，それぞれの値が
どのくらいの割合ででてくるのか（これが分布関数に対応する）を知る必要は無
い場合が多い．ここでは，分布のおおまかな状況を把握するための量として平均
(mean) を導入する．平均は，期待値 (expectation) という言葉で呼ばれるこ
ともある．このため，普通，平均（期待値）を計算するための記号はEを用いる．
平均は確率変数を一つ決めるとそれに対して定義される．平均は連続的な確率
分布については次のように定義される：

E(X) =

∫ ∞

−∞
f(x)xdx (1)

また，離散的な確率分布については，

E(X) =
∞∑

i=1

p(xi)xi (2)

と定義される．

例 サイコロを振る場合，出る目の確率変数をXとしたとき，この変数の期待値は

E(X) = 1·1
6
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=

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6
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=

21

6
= 3.5 (3)

と計算することができる．

例 0と 2の間の値を等確率で出す一様分布に従う確率変数Xの期待値は次のよ
うに計算できる．この分布の密度関数は f(x) = 1/2 (0 ≤ x ≤ 2) である：

E(X) =

∫ 2

0

1

2
xdx =

[
x2

4

]2

0

=
4− 0

4
= 1. (4)

1

期待値とは（離散的確率変数の場合）
離散的な確率変数の場合には，積分では表現
できない．確率関数をp(x)とおけば，

と表現できる．要は，それぞれの値とそれに
対する出現確率を掛け合わせてすべて足せば
良い．
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期待値の計算例 (1)
サイコロを振ったとき，出た目の数に対応す
る確率変数をXとする．この確率変数の平均
は，

と計算することができる．
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期待値の計算例 (2)
0と2の間の実数をランダムに出力する確率変
数をXとする．どの数も同じように確からし
く出現するとする（一様分布）．密度関数は
f(x) = 1/2 (0 ! x ! 2)
と表現される．この確率変数の期待値は，つ
ぎのようになる．
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期待値の計算例 (3)
宝くじの期待値．以下のような宝くじを1枚買
うことによって得られる金の期待値は以下の
とおり．

6000万 5 1500万 10 1000万 10

100万 60 10万 595 7万 90

1万 2000 3000 10万 400 100万

全部で1000万本．これ以外ははずれ

E(X) = 6000 × 104
×

5

1000 × 104
+ 1500 × 104

10

1000 × 104
+ · · · = 139.58

確率分布の例：指数分布 (再掲）
指数分布はつぎのような密度関数を持つ確率
分布である：

5 分布関数の例
5.1 指数分布
指数分布は確率変数が時間を表すとしたとき，それぞれの時点での確率密度が
時間に関して指数関数的に小さくなっていく連続分布である．この分布は

f(x) = λe−λx (x > 0) (15)

と書ける．ただし，λは正の定数である．また，密度関数を積分することにより，
指数分布の分布関数は，

F (y) = 1− e−λy (y > 0) (16)

となる．ここで指数分布の性質を導く．確率変数Xが時点 x以下でないという条
件の下でXが微小時間 [x, x + ∆x)にはいる確率を計算するとつぎのようになる．

P (x < X ≤ x + ∆x | x < X) =
P (x < X ≤ x + ∆x)

P (x < X)

=
F (x + ∆x)− F (x)

1− F (x)

=
f(x)∆x

1/λf(x)
= λ∆x (17)

となり∆xの定数倍となる．これは，指数分布では，ある時点まで値が出なかった
場合につぎの瞬間に出る確率（確率密度）がいつも等しいという性質が成り立つ
ことを示している．指数分布に従う現象としては，放射性の原子が崩壊するまで
の時間などが知られている．このとき，ln 2/λ のことを半減期と呼ぶ．

5.2 幾何分布
1枚のコインを何度も振り，表が出たら止めるという試行を考える．このとき，

コインを振った回数の分布を考える．ただし，このコインでは表の出る確率が p,

裏の出る確率が q = 1− pとする．この場合，確率関数は，

P (X = k) = qk−1p (k = 1, 2, 3, . . .) (18)

と書くことができる．実際
∞∑

i=1

P (X = k) =
p

1− q
= 1 (19)

となり，「すべての確率を足すと 1である」という性質が成り立っている．
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指数分布の性質
密度関数を積分することにより，分布関数
は，

である．また，確率変数Xがx以上であるとい
う条件のもとで，[x, x + Δx]に入る確率は
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∫ y

0

λe
−λx

dx =
[

−e
−λx

]y

0
= 1 − e

−λy

9（再掲）
指数分布従う現象

色々な現象があるが，有名なのは，放射性の
原子が崩壊するまでの時間の分布である．時
間とともに崩壊していない確率は小さくなっ
ていく．ちょうど崩壊していない確率が1/2
になる時間を半減期と呼ぶ．これはこの分布
の性質から ln2 / λ となる．

1 − e−λx
= 1/2

e−λx
= 1/2

−λx = − ln 2

x = ln 2/λ

10

期待値の計算例 (4)
指数分布に従う確率変数の期待値．

5 分布関数の例
5.1 指数分布
指数分布は確率変数が時間を表すとしたとき，それぞれの時点での確率密度が
時間に関して指数関数的に小さくなっていく連続分布である．この分布は

f(x) = λe−λx (x > 0) (15)

と書ける．ただし，λは正の定数である．また，密度関数を積分することにより，
指数分布の分布関数は，

F (y) = 1− e−λy (y > 0) (16)

となる．ここで指数分布の性質を導く．確率変数Xが時点 x以下でないという条
件の下でXが微小時間 [x, x + ∆x)にはいる確率を計算するとつぎのようになる．

P (x < X ≤ x + ∆x | x < X) =
P (x < X ≤ x + ∆x)

P (x < X)

=
F (x + ∆x)− F (x)

1− F (x)

=
f(x)∆x

1/λf(x)
= λ∆x (17)

となり∆xの定数倍となる．これは，指数分布では，ある時点まで値が出なかった
場合につぎの瞬間に出る確率（確率密度）がいつも等しいという性質が成り立つ
ことを示している．指数分布に従う現象としては，放射性の原子が崩壊するまで
の時間などが知られている．このとき，ln 2/λ のことを半減期と呼ぶ．

5.2 幾何分布
1枚のコインを何度も振り，表が出たら止めるという試行を考える．このとき，

コインを振った回数の分布を考える．ただし，このコインでは表の出る確率が p,

裏の出る確率が q = 1− pとする．この場合，確率関数は，

P (X = k) = qk−1p (k = 1, 2, 3, . . .) (18)

と書くことができる．実際
∞∑

i=1

P (X = k) =
p

1− q
= 1 (19)

となり，「すべての確率を足すと 1である」という性質が成り立っている．
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直感的にいえば，0と 2の間で一様に分布するので，平均をとれば，真ん中である
1となる．

例 指数分布に従う確率変数 X の期待値を求めてみる．指数分布の分布関数は，

f(x) = λe−λx (x ≥ 0) (5)

であることから，期待値は

E(X) =

∫ ∞

0

λe−λxxdx (6)

と書ける．ここで部分積分を思い出そう! この積分は，
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[
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∫ ∞
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[
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λ

]∞
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=
1

λ
(7)

と計算することができる．これより，平均 1/λで原子核は崩壊することになる．こ
れは半減期の 1/ ln 2 = 1.443倍である．このずれは，平均とメディアン (中央値)

が異なるということに対応している．

例 幾何分布に従う確率変数の平均について考える．表の出る確率が pのコイン
を何回も振ったとき，最初に表が出るまでの振った回数は幾何分布に従う．具体
的には，確率関数は，

p(k) = pqk−1 (k = 1, 2, · · ·) (8)

である．ただし，q = 1− p である．この定義と期待値の定義より，
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となる．表の出る確率が小さければ小さいほど，表が出るまでに振る回数が大き
くなるのがわかる．
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したが，位置の情報だけでは分布を眺めるのに不十分である．そこで，もう一つ
指標を導入する．それが分散である．分散は平均の周りに分布どの程度集まって
いるかということに関する指標である．
確率変数X が与えられたとき，この確率変数の分散は

V (X) =

∫ ∞

−∞
f(x)(x− µ)2dx (10)
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時間に関して指数関数的に小さくなっていく連続分布である．この分布は
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と書ける．ただし，λは正の定数である．また，密度関数を積分することにより，
指数分布の分布関数は，

F (y) = 1− e−λy (y > 0) (16)

となる．ここで指数分布の性質を導く．確率変数Xが時点 x以下でないという条
件の下でXが微小時間 [x, x + ∆x)にはいる確率を計算するとつぎのようになる．
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幾何分布の性質（再掲）
確率変数は無限種類の値をとるが，確率を全
部足すと1になる．

∞∑

i=1

P (X = k) =
∞∑

i=1

qk−1p =
p

1 − q
= 1

q = 1 − p
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期待値の計算例 (5)
幾何分布の平均値
無限級数の和を計算する必要がある．

直感的にいえば，0と 2の間で一様に分布するので，平均をとれば，真ん中である
1となる．

例 指数分布に従う確率変数 X の期待値を求めてみる．指数分布の分布関数は，

f(x) = λe−λx (x ≥ 0) (5)

であることから，期待値は

E(X) =

∫ ∞

0

λe−λxxdx (6)

と書ける．ここで部分積分を思い出そう! この積分は，

E(X) =
[
−e−λx · x

]∞
0

+

∫ ∞

0

e−λxdx =

∫ ∞

0

e−λxdx =

[
−e−λx

λ

]∞

0

=
1

λ
(7)

と計算することができる．これより，平均 1/λで原子核は崩壊することになる．こ
れは半減期の 1/ ln 2 = 1.443倍である．このずれは，平均とメディアン (中央値)

が異なるということに対応している．

例 幾何分布に従う確率変数の平均について考える．表の出る確率が pのコイン
を何回も振ったとき，最初に表が出るまでの振った回数は幾何分布に従う．具体
的には，確率関数は，

p(k) = pqk−1 (k = 1, 2, · · ·) (8)

である．ただし，q = 1− p である．この定義と期待値の定義より，
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となる．表の出る確率が小さければ小さいほど，表が出るまでに振る回数が大き
くなるのがわかる．

2 分散の定義と計算
与えられた分布が大体どのあたりにあるのかを示す指標として，期待値を導入

したが，位置の情報だけでは分布を眺めるのに不十分である．そこで，もう一つ
指標を導入する．それが分散である．分散は平均の周りに分布どの程度集まって
いるかということに関する指標である．
確率変数X が与えられたとき，この確率変数の分散は

V (X) =

∫ ∞

−∞
f(x)(x− µ)2dx (10)
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2

である．ただし，f(x)はこの確率変数の確率密度関数であり，µはこの分布の期
待値を表す．また，離散的な確率分布の場合，

V (X) =
∞∑

i=1

p(xi)(xi − µ)2 (11)

と書ける．ただし，p(x)は確率関数であり，x1, x2, . . .で正の確率をとるものとす
る．分散が大きいということは，確率変数の値が平均からずれる可能性が大きい
ことを示している．
連続的な確率変数の場合，

V (X) =

∫ ∞

−∞
f(x)(x− µ)2dx =

∫ ∞

−∞
f(x)(x2 − 2µx + µ2)dx

=

∫ ∞

−∞
f(x)x2dx− 2µ

∫ ∞

−∞
f(x)xdx + µ2

∫ ∞

−∞
f(x)dx (12)

となる．ここで， ∫ ∞

−∞
f(x)xdx = µ,

∫ ∞

−∞
f(x)dx = 1 (13)

なので，これを用いれば，

V (X) =

∫ ∞

−∞
f(x)x2dx− µ2 (14)

普通，右辺の第 1項の積分を「二乗の平均」とよび，E(X2)で表す．これを用い
れば，

V (X) = E(X2)− E(X)2 (15)

という公式が得られる．同様の公式は離散的な確率変数についても成り立つ (練習
問題として導いてみよ)．
分散 V (X)に対して，σ =

√
V (X)を標準偏差 (standard deviaiton) と呼ぶ．

分散は平均などとは次元が異なるため，平均値や確率変数の値と同じ次元の標準
偏差を用いることが多い．

例 サイコロの目の分布の分散を計算してみる．前述のように分散を計算するに
は，まず二乗の平均を計算すればよい．そこで，

E(X2) = 12 · 1

6
+ 22 · 1

6
+ 32 · 1

6
+ 42 · 1

6
+ 52 · 1

6
+ 62 · 1

6

=
12 + 22 + 32 + 42 + 52 + 62

6
=

91

6
(16)

となる．これを用いて，

V (X) = E(X2)− E(X)2 =
91

6
−

(
7

2

)2

=
35

12
= 2.92 (17)

3

分散の計算法
分散をそのまま計算しようとすると，かなり
の計算量となる場合が多い．一般の分散につ
いて以下の性質が成り立つので，これを利用
することにより，多少計算が楽になる．

である．ただし，f(x)はこの確率変数の確率密度関数であり，µはこの分布の期
待値を表す．また，離散的な確率分布の場合，

V (X) =
∞∑

i=1

p(xi)(xi − µ)2 (11)

と書ける．ただし，p(x)は確率関数であり，x1, x2, . . .で正の確率をとるものとす
る．分散が大きいということは，確率変数の値が平均からずれる可能性が大きい
ことを示している．
連続的な確率変数の場合，

V (X) =

∫ ∞

−∞
f(x)(x− µ)2dx =

∫ ∞

−∞
f(x)(x2 − 2µx + µ2)dx

=

∫ ∞

−∞
f(x)x2dx− 2µ

∫ ∞

−∞
f(x)xdx + µ2

∫ ∞

−∞
f(x)dx (12)

となる．ここで， ∫ ∞

−∞
f(x)xdx = µ,

∫ ∞

−∞
f(x)dx = 1 (13)

なので，これを用いれば，

V (X) =

∫ ∞

−∞
f(x)x2dx− µ2 (14)

普通，右辺の第 1項の積分を「二乗の平均」とよび，E(X2)で表す．これを用い
れば，

V (X) = E(X2)− E(X)2 (15)

という公式が得られる．同様の公式は離散的な確率変数についても成り立つ (練習
問題として導いてみよ)．
分散 V (X)に対して，σ =

√
V (X)を標準偏差 (standard deviaiton) と呼ぶ．

分散は平均などとは次元が異なるため，平均値や確率変数の値と同じ次元の標準
偏差を用いることが多い．

例 サイコロの目の分布の分散を計算してみる．前述のように分散を計算するに
は，まず二乗の平均を計算すればよい．そこで，

E(X2) = 12 · 1

6
+ 22 · 1

6
+ 32 · 1

6
+ 42 · 1

6
+ 52 · 1

6
+ 62 · 1

6

=
12 + 22 + 32 + 42 + 52 + 62

6
=

91

6
(16)

となる．これを用いて，

V (X) = E(X2)− E(X)2 =
91

6
−

(
7

2

)2

=
35

12
= 2.92 (17)

3

分散に関する公式の証明
前述の性質はつぎのように証明できる．

である．ただし，f(x)はこの確率変数の確率密度関数であり，µはこの分布の期
待値を表す．また，離散的な確率分布の場合，

V (X) =
∞∑

i=1

p(xi)(xi − µ)2 (11)

と書ける．ただし，p(x)は確率関数であり，x1, x2, . . .で正の確率をとるものとす
る．分散が大きいということは，確率変数の値が平均からずれる可能性が大きい
ことを示している．
連続的な確率変数の場合，

V (X) =

∫ ∞

−∞
f(x)(x− µ)2dx =

∫ ∞

−∞
f(x)(x2 − 2µx + µ2)dx

=

∫ ∞

−∞
f(x)x2dx− 2µ

∫ ∞

−∞
f(x)xdx + µ2

∫ ∞

−∞
f(x)dx (12)

となる．ここで， ∫ ∞

−∞
f(x)xdx = µ,

∫ ∞

−∞
f(x)dx = 1 (13)

なので，これを用いれば，

V (X) =

∫ ∞

−∞
f(x)x2dx− µ2 (14)

普通，右辺の第 1項の積分を「二乗の平均」とよび，E(X2)で表す．これを用い
れば，

V (X) = E(X2)− E(X)2 (15)

という公式が得られる．同様の公式は離散的な確率変数についても成り立つ (練習
問題として導いてみよ)．
分散 V (X)に対して，σ =

√
V (X)を標準偏差 (standard deviaiton) と呼ぶ．

分散は平均などとは次元が異なるため，平均値や確率変数の値と同じ次元の標準
偏差を用いることが多い．

例 サイコロの目の分布の分散を計算してみる．前述のように分散を計算するに
は，まず二乗の平均を計算すればよい．そこで，

E(X2) = 12 · 1

6
+ 22 · 1

6
+ 32 · 1

6
+ 42 · 1

6
+ 52 · 1

6
+ 62 · 1

6

=
12 + 22 + 32 + 42 + 52 + 62

6
=

91

6
(16)

となる．これを用いて，

V (X) = E(X2)− E(X)2 =
91

6
−

(
7

2

)2

=
35

12
= 2.92 (17)

3

= 1= µ

である．ただし，f(x)はこの確率変数の確率密度関数であり，µはこの分布の期
待値を表す．また，離散的な確率分布の場合，

V (X) =
∞∑

i=1

p(xi)(xi − µ)2 (11)

と書ける．ただし，p(x)は確率関数であり，x1, x2, . . .で正の確率をとるものとす
る．分散が大きいということは，確率変数の値が平均からずれる可能性が大きい
ことを示している．
連続的な確率変数の場合，

V (X) =

∫ ∞

−∞
f(x)(x− µ)2dx =

∫ ∞

−∞
f(x)(x2 − 2µx + µ2)dx

=

∫ ∞

−∞
f(x)x2dx− 2µ

∫ ∞

−∞
f(x)xdx + µ2

∫ ∞

−∞
f(x)dx (12)

となる．ここで， ∫ ∞

−∞
f(x)xdx = µ,

∫ ∞

−∞
f(x)dx = 1 (13)

なので，これを用いれば，

V (X) =

∫ ∞

−∞
f(x)x2dx− µ2 (14)

普通，右辺の第 1項の積分を「二乗の平均」とよび，E(X2)で表す．これを用い
れば，

V (X) = E(X2)− E(X)2 (15)

という公式が得られる．同様の公式は離散的な確率変数についても成り立つ (練習
問題として導いてみよ)．
分散 V (X)に対して，σ =

√
V (X)を標準偏差 (standard deviaiton) と呼ぶ．

分散は平均などとは次元が異なるため，平均値や確率変数の値と同じ次元の標準
偏差を用いることが多い．

例 サイコロの目の分布の分散を計算してみる．前述のように分散を計算するに
は，まず二乗の平均を計算すればよい．そこで，

E(X2) = 12 · 1

6
+ 22 · 1

6
+ 32 · 1

6
+ 42 · 1

6
+ 52 · 1

6
+ 62 · 1

6

=
12 + 22 + 32 + 42 + 52 + 62

6
=

91

6
(16)

となる．これを用いて，

V (X) = E(X2)− E(X)2 =
91

6
−

(
7

2

)2

=
35

12
= 2.92 (17)

3



分散に関する公式
前述の性質は次の式のように表現される．

「分散とは二乗の平均から平均の二乗をひい
たものである．」

である．ただし，f(x)はこの確率変数の確率密度関数であり，µはこの分布の期
待値を表す．また，離散的な確率分布の場合，

V (X) =
∞∑

i=1

p(xi)(xi − µ)2 (11)

と書ける．ただし，p(x)は確率関数であり，x1, x2, . . .で正の確率をとるものとす
る．分散が大きいということは，確率変数の値が平均からずれる可能性が大きい
ことを示している．
連続的な確率変数の場合，

V (X) =

∫ ∞

−∞
f(x)(x− µ)2dx =

∫ ∞

−∞
f(x)(x2 − 2µx + µ2)dx

=

∫ ∞

−∞
f(x)x2dx− 2µ

∫ ∞

−∞
f(x)xdx + µ2

∫ ∞

−∞
f(x)dx (12)

となる．ここで， ∫ ∞

−∞
f(x)xdx = µ,

∫ ∞

−∞
f(x)dx = 1 (13)

なので，これを用いれば，

V (X) =

∫ ∞

−∞
f(x)x2dx− µ2 (14)

普通，右辺の第 1項の積分を「二乗の平均」とよび，E(X2)で表す．これを用い
れば，

V (X) = E(X2)− E(X)2 (15)

という公式が得られる．同様の公式は離散的な確率変数についても成り立つ (練習
問題として導いてみよ)．
分散 V (X)に対して，σ =

√
V (X)を標準偏差 (standard deviaiton) と呼ぶ．

分散は平均などとは次元が異なるため，平均値や確率変数の値と同じ次元の標準
偏差を用いることが多い．

例 サイコロの目の分布の分散を計算してみる．前述のように分散を計算するに
は，まず二乗の平均を計算すればよい．そこで，

E(X2) = 12 · 1

6
+ 22 · 1

6
+ 32 · 1

6
+ 42 · 1

6
+ 52 · 1

6
+ 62 · 1

6

=
12 + 22 + 32 + 42 + 52 + 62

6
=

91

6
(16)

となる．これを用いて，

V (X) = E(X2)− E(X)2 =
91

6
−

(
7

2

)2

=
35

12
= 2.92 (17)

3

標準偏差とは
標準偏差 (standard deviation) とは分散の
平方根のことである．すなわち，

である．分散は次元が元の確率変数と異なる
ので，そのまま足したり引いたりすることは
できない．それに対して標準偏差は確率変数
と同じ次元となり，扱いやすくなる．

である．ただし，f(x)はこの確率変数の確率密度関数であり，µはこの分布の期
待値を表す．また，離散的な確率分布の場合，

V (X) =
∞∑

i=1

p(xi)(xi − µ)2 (11)

と書ける．ただし，p(x)は確率関数であり，x1, x2, . . .で正の確率をとるものとす
る．分散が大きいということは，確率変数の値が平均からずれる可能性が大きい
ことを示している．
連続的な確率変数の場合，

V (X) =

∫ ∞

−∞
f(x)(x− µ)2dx =

∫ ∞

−∞
f(x)(x2 − 2µx + µ2)dx

=

∫ ∞

−∞
f(x)x2dx− 2µ

∫ ∞

−∞
f(x)xdx + µ2

∫ ∞

−∞
f(x)dx (12)

となる．ここで， ∫ ∞

−∞
f(x)xdx = µ,

∫ ∞

−∞
f(x)dx = 1 (13)

なので，これを用いれば，

V (X) =

∫ ∞

−∞
f(x)x2dx− µ2 (14)

普通，右辺の第 1項の積分を「二乗の平均」とよび，E(X2)で表す．これを用い
れば，

V (X) = E(X2)− E(X)2 (15)

という公式が得られる．同様の公式は離散的な確率変数についても成り立つ (練習
問題として導いてみよ)．
分散 V (X)に対して，σ =

√
V (X)を標準偏差 (standard deviaiton) と呼ぶ．

分散は平均などとは次元が異なるため，平均値や確率変数の値と同じ次元の標準
偏差を用いることが多い．

例 サイコロの目の分布の分散を計算してみる．前述のように分散を計算するに
は，まず二乗の平均を計算すればよい．そこで，

E(X2) = 12 · 1

6
+ 22 · 1

6
+ 32 · 1

6
+ 42 · 1

6
+ 52 · 1

6
+ 62 · 1

6

=
12 + 22 + 32 + 42 + 52 + 62

6
=

91

6
(16)

となる．これを用いて，

V (X) = E(X2)− E(X)2 =
91

6
−

(
7

2

)2

=
35

12
= 2.92 (17)

3

分散の計算例 (1)
サイコロの例：分散を計算するためにまず二
乗の平均を計算する：

これより，分散はつぎのようになる．

さらに標準偏差はつぎのようになる．

である．ただし，f(x)はこの確率変数の確率密度関数であり，µはこの分布の期
待値を表す．また，離散的な確率分布の場合，

V (X) =
∞∑

i=1

p(xi)(xi − µ)2 (11)

と書ける．ただし，p(x)は確率関数であり，x1, x2, . . .で正の確率をとるものとす
る．分散が大きいということは，確率変数の値が平均からずれる可能性が大きい
ことを示している．
連続的な確率変数の場合，

V (X) =

∫ ∞

−∞
f(x)(x− µ)2dx =

∫ ∞

−∞
f(x)(x2 − 2µx + µ2)dx

=

∫ ∞

−∞
f(x)x2dx− 2µ

∫ ∞

−∞
f(x)xdx + µ2

∫ ∞

−∞
f(x)dx (12)

となる．ここで， ∫ ∞

−∞
f(x)xdx = µ,

∫ ∞

−∞
f(x)dx = 1 (13)

なので，これを用いれば，

V (X) =

∫ ∞

−∞
f(x)x2dx− µ2 (14)

普通，右辺の第 1項の積分を「二乗の平均」とよび，E(X2)で表す．これを用い
れば，

V (X) = E(X2)− E(X)2 (15)

という公式が得られる．同様の公式は離散的な確率変数についても成り立つ (練習
問題として導いてみよ)．
分散 V (X)に対して，σ =

√
V (X)を標準偏差 (standard deviaiton) と呼ぶ．

分散は平均などとは次元が異なるため，平均値や確率変数の値と同じ次元の標準
偏差を用いることが多い．

例 サイコロの目の分布の分散を計算してみる．前述のように分散を計算するに
は，まず二乗の平均を計算すればよい．そこで，

E(X2) = 12 · 1

6
+ 22 · 1

6
+ 32 · 1

6
+ 42 · 1

6
+ 52 · 1

6
+ 62 · 1

6

=
12 + 22 + 32 + 42 + 52 + 62

6
=

91

6
(16)

となる．これを用いて，

V (X) = E(X2)− E(X)2 =
91

6
−

(
7

2

)2

=
35

12
= 2.92 (17)

3

である．ただし，f(x)はこの確率変数の確率密度関数であり，µはこの分布の期
待値を表す．また，離散的な確率分布の場合，

V (X) =
∞∑

i=1

p(xi)(xi − µ)2 (11)

と書ける．ただし，p(x)は確率関数であり，x1, x2, . . .で正の確率をとるものとす
る．分散が大きいということは，確率変数の値が平均からずれる可能性が大きい
ことを示している．
連続的な確率変数の場合，

V (X) =

∫ ∞

−∞
f(x)(x− µ)2dx =

∫ ∞

−∞
f(x)(x2 − 2µx + µ2)dx

=

∫ ∞

−∞
f(x)x2dx− 2µ

∫ ∞

−∞
f(x)xdx + µ2

∫ ∞

−∞
f(x)dx (12)

となる．ここで， ∫ ∞

−∞
f(x)xdx = µ,

∫ ∞

−∞
f(x)dx = 1 (13)

なので，これを用いれば，

V (X) =

∫ ∞

−∞
f(x)x2dx− µ2 (14)

普通，右辺の第 1項の積分を「二乗の平均」とよび，E(X2)で表す．これを用い
れば，

V (X) = E(X2)− E(X)2 (15)

という公式が得られる．同様の公式は離散的な確率変数についても成り立つ (練習
問題として導いてみよ)．
分散 V (X)に対して，σ =

√
V (X)を標準偏差 (standard deviaiton) と呼ぶ．

分散は平均などとは次元が異なるため，平均値や確率変数の値と同じ次元の標準
偏差を用いることが多い．

例 サイコロの目の分布の分散を計算してみる．前述のように分散を計算するに
は，まず二乗の平均を計算すればよい．そこで，

E(X2) = 12 · 1

6
+ 22 · 1

6
+ 32 · 1

6
+ 42 · 1

6
+ 52 · 1

6
+ 62 · 1

6

=
12 + 22 + 32 + 42 + 52 + 62

6
=

91

6
(16)

となる．これを用いて，

V (X) = E(X2)− E(X)2 =
91

6
−

(
7

2

)2

=
35

12
= 2.92 (17)

3
が得られる．また，標準偏差は，

√
35/12 = 1.71となる．

例 0から 2の間の値をランダムに出力する確率変数Xの分散を計算してみる．前
述のように平均 E(X)は 1である．分散を計算するために二乗の平均をまず計算
する：

E(X2) =

∫ 2

0

x2dx

2
=

[
x3

6

]2

0

=
23

6
=

4

3
(18)

この結果より，
V (X) =

4

3
− 12 =

1

3
(19)

となる．これより，標準偏差は σ =
√

3/3 = 0.577となる．

例 幾何分布に従う確率変数の分散を計算する．確率関数は p(k) = pqk−1 (k =

1, 2, · · ·)であるから，

E(X2) =
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pqk−1k2 =
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p
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dx2
xk+1
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x=q

− E(X)
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d2

dx2
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)∣∣∣∣∣
x=q

− 1

p

= p
d2

dx2

(
x2

1− x

)∣∣∣∣
x=q

− 1

p
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となる．これを用いて，分散は，

V (X) =
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p
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(
1

p

)2

=
1− p

p2
(21)

となる．さらにこの結果から，標準偏差は σ =
√

1− p/pとなる．

練習問題 指数分布の分散を計算せよ（答えは 1/λ2）．

3 チェビシェフの不等式
直感的に言えば，確率分布は平均の周りに標準偏差程度の大きさで分布する．こ

のことを不等式として表現したものがチェビシェフの不等式である．分散と標準
偏差の定義より，

σ2 =

∫ µ−aσ

∞
(x− µ)2f(x)dx +

∫ µ+aσ
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(x− µ)2f(x)dx +

∫ ∞

µ+aσ

(x− µ)2f(x)dx (22)

が得られる．ただし，aは適当な正の数とする．ここで，この式の第 2項を 0に置
き換えることにより，

σ2 ≥
∫ µ−aσ
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(x− µ)2f(x)dx +

∫ ∞
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(x− µ)2f(x)dx (23)
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分散の計算例 (2)
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確率変数 X の分散の計算．
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る．まず二乗の平均を求めればつぎのように
なる．
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が得られる．また，標準偏差は，
√

35/12 = 1.71となる．

例 0から 2の間の値をランダムに出力する確率変数Xの分散を計算してみる．前
述のように平均 E(X)は 1である．分散を計算するために二乗の平均をまず計算
する：
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この結果より，
V (X) =
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1

3
(19)

となる．これより，標準偏差は σ =
√

3/3 = 0.577となる．

例 幾何分布に従う確率変数の分散を計算する．確率関数は p(k) = pqk−1 (k =

1, 2, · · ·)であるから，
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となる．これを用いて，分散は，
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p2
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となる．さらにこの結果から，標準偏差は σ =
√

1− p/pとなる．

練習問題 指数分布の分散を計算せよ（答えは 1/λ2）．

3 チェビシェフの不等式
直感的に言えば，確率分布は平均の周りに標準偏差程度の大きさで分布する．こ

のことを不等式として表現したものがチェビシェフの不等式である．分散と標準
偏差の定義より，
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∞
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∫ µ+aσ

µ−aσ

(x− µ)2f(x)dx +

∫ ∞
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(x− µ)2f(x)dx (22)

が得られる．ただし，aは適当な正の数とする．ここで，この式の第 2項を 0に置
き換えることにより，

σ2 ≥
∫ µ−aσ

∞
(x− µ)2f(x)dx +

∫ ∞

µ+aσ

(x− µ)2f(x)dx (23)

4

が得られる．また，標準偏差は，
√

35/12 = 1.71となる．

例 0から 2の間の値をランダムに出力する確率変数Xの分散を計算してみる．前
述のように平均 E(X)は 1である．分散を計算するために二乗の平均をまず計算
する：

E(X2) =

∫ 2

0

x2dx

2
=

[
x3

6

]2

0

=
23

6
=

4

3
(18)

この結果より，
V (X) =

4

3
− 12 =

1

3
(19)

となる．これより，標準偏差は σ =
√

3/3 = 0.577となる．

例 幾何分布に従う確率変数の分散を計算する．確率関数は p(k) = pqk−1 (k =

1, 2, · · ·)であるから，

E(X2) =
∞∑

i=1

pqk−1k2 =
∞∑
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となる．これを用いて，分散は，
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=
1− p

p2
(21)

となる．さらにこの結果から，標準偏差は σ =
√

1− p/pとなる．

練習問題 指数分布の分散を計算せよ（答えは 1/λ2）．

3 チェビシェフの不等式
直感的に言えば，確率分布は平均の周りに標準偏差程度の大きさで分布する．こ

のことを不等式として表現したものがチェビシェフの不等式である．分散と標準
偏差の定義より，

σ2 =
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∞
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∫ µ+aσ
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∫ ∞
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が得られる．ただし，aは適当な正の数とする．ここで，この式の第 2項を 0に置
き換えることにより，

σ2 ≥
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∞
(x− µ)2f(x)dx +

∫ ∞

µ+aσ

(x− µ)2f(x)dx (23)

4

が得られる．また，標準偏差は，
√

35/12 = 1.71となる．

例 0から 2の間の値をランダムに出力する確率変数Xの分散を計算してみる．前
述のように平均 E(X)は 1である．分散を計算するために二乗の平均をまず計算
する：

E(X2) =

∫ 2

0

x2dx

2
=

[
x3

6

]2

0

=
23

6
=

4

3
(18)

この結果より，
V (X) =
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3
− 12 =

1

3
(19)

となる．これより，標準偏差は σ =
√

3/3 = 0.577となる．

例 幾何分布に従う確率変数の分散を計算する．確率関数は p(k) = pqk−1 (k =

1, 2, · · ·)であるから，

E(X2) =
∞∑

i=1

pqk−1k2 =
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となる．これを用いて，分散は，
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=
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p2
(21)

となる．さらにこの結果から，標準偏差は σ =
√

1− p/pとなる．

練習問題 指数分布の分散を計算せよ（答えは 1/λ2）．

3 チェビシェフの不等式
直感的に言えば，確率分布は平均の周りに標準偏差程度の大きさで分布する．こ

のことを不等式として表現したものがチェビシェフの不等式である．分散と標準
偏差の定義より，

σ2 =

∫ µ−aσ

∞
(x− µ)2f(x)dx +

∫ µ+aσ

µ−aσ

(x− µ)2f(x)dx +

∫ ∞

µ+aσ

(x− µ)2f(x)dx (22)

が得られる．ただし，aは適当な正の数とする．ここで，この式の第 2項を 0に置
き換えることにより，

σ2 ≥
∫ µ−aσ

∞
(x− µ)2f(x)dx +

∫ ∞

µ+aσ

(x− µ)2f(x)dx (23)

4

分散の計算例 (3)
幾何分布の分散の計算．まず，二乗の平均
は，

これより，

が得られる．また，標準偏差は，
√

35/12 = 1.71となる．

例 0から 2の間の値をランダムに出力する確率変数Xの分散を計算してみる．前
述のように平均 E(X)は 1である．分散を計算するために二乗の平均をまず計算
する：
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2
=
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この結果より，
V (X) =

4

3
− 12 =

1

3
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となる．これより，標準偏差は σ =
√

3/3 = 0.577となる．

例 幾何分布に従う確率変数の分散を計算する．確率関数は p(k) = pqk−1 (k =

1, 2, · · ·)であるから，
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となる．これを用いて，分散は，
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=
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p2
(21)

となる．さらにこの結果から，標準偏差は σ =
√

1− p/pとなる．

練習問題 指数分布の分散を計算せよ（答えは 1/λ2）．

3 チェビシェフの不等式
直感的に言えば，確率分布は平均の周りに標準偏差程度の大きさで分布する．こ

のことを不等式として表現したものがチェビシェフの不等式である．分散と標準
偏差の定義より，

σ2 =
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∞
(x− µ)2f(x)dx +
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∫ ∞
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(x− µ)2f(x)dx (22)

が得られる．ただし，aは適当な正の数とする．ここで，この式の第 2項を 0に置
き換えることにより，

σ2 ≥
∫ µ−aσ

∞
(x− µ)2f(x)dx +

∫ ∞

µ+aσ

(x− µ)2f(x)dx (23)

4

が得られる．また，標準偏差は，
√

35/12 = 1.71となる．

例 0から 2の間の値をランダムに出力する確率変数Xの分散を計算してみる．前
述のように平均 E(X)は 1である．分散を計算するために二乗の平均をまず計算
する：
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∫ 2
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2
=
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]2
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=
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=
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この結果より，
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3
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3
(19)

となる．これより，標準偏差は σ =
√

3/3 = 0.577となる．

例 幾何分布に従う確率変数の分散を計算する．確率関数は p(k) = pqk−1 (k =

1, 2, · · ·)であるから，
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となる．これを用いて，分散は，

V (X) =
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(
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)2

=
1− p

p2
(21)

となる．さらにこの結果から，標準偏差は σ =
√

1− p/pとなる．

練習問題 指数分布の分散を計算せよ（答えは 1/λ2）．

3 チェビシェフの不等式
直感的に言えば，確率分布は平均の周りに標準偏差程度の大きさで分布する．こ

のことを不等式として表現したものがチェビシェフの不等式である．分散と標準
偏差の定義より，

σ2 =

∫ µ−aσ

∞
(x− µ)2f(x)dx +

∫ µ+aσ

µ−aσ

(x− µ)2f(x)dx +

∫ ∞

µ+aσ

(x− µ)2f(x)dx (22)

が得られる．ただし，aは適当な正の数とする．ここで，この式の第 2項を 0に置
き換えることにより，

σ2 ≥
∫ µ−aσ

∞
(x− µ)2f(x)dx +

∫ ∞

µ+aσ

(x− µ)2f(x)dx (23)

4

チェビシェフの不等式
チェビシェフの不等式は，平均＋σ 標準偏差
という限界よりも上または平均ーσ 標準偏差
よりも下に出てくる確率の上界を見積もるた
めの不等式である．かなりのどんぶり勘定で
あるが，分布を仮定する必要がないので便利
である．

ただし，aは任意の正数である．

という不等式が成り立ち，さらに，X ≤ µ−aσ, X ≥ µ+aσにおいては，(X−µ)2 ≤
a2σ2が成立する．これより，被積分関数をこの不等式で置き換えることによって

σ2 ≥
∫ µ−aσ

∞
a2σ2f(x)dx +

∫ ∞

µ+aσ

a2σ2f(x)dx (24)

= a2σ2 {P (X ≤ µ− aσ) + P (X ≥ µ + aσ)} (25)

と書ける．これより，
σ2 ≥ a2σ2P (|X − µ| ≥ aσ) (26)

であり，両辺を σ2で割ることにより，
1

a2
≥ P (|X − µ| ≥ aσ) (27)

という不等式が得られる．このとき，正の数として aは任意に選ぶことができる．
この不等式をチェビシェフの不等式と呼ぶ．a = 2とすれば，

1

4
≥ P (|X − µ| ≥ 2σ) (28)

平均から 2σ以上離れている確率は 1/4以下であることがわかる．この不等式は確
率分布を仮定していないので，あらゆる確率分布について成り立つ．

例 0から 2の間から一様にランダムに実数を出力する確率変数X について考え
ると，平均は µ = 1であり，標準偏差は

√
3/3 であるから，

µ + 2σ = 1 + 2

√
3

3
> 2, µ− 2σ = 1− 2

√
3

3
< 0, (29)

となり，この範囲には出現する確率は 0となる．チェビシェフの不等式では 1/4以
下であるが，それよりも小さくなっており，チェビシェフの不等式は成り立って
いる．

5



チェビシェフの不等式の証明 (1)
まず，つぎの式が定義より成り立つ．

これより，

さらに　　　　　　　　　　　　という条件
下では，以下の式が成立する：

が得られる．また，標準偏差は，
√

35/12 = 1.71となる．

例 0から 2の間の値をランダムに出力する確率変数Xの分散を計算してみる．前
述のように平均 E(X)は 1である．分散を計算するために二乗の平均をまず計算
する：
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∫ 2

0

x2dx

2
=
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この結果より，
V (X) =

4

3
− 12 =

1

3
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となる．これより，標準偏差は σ =
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3/3 = 0.577となる．

例 幾何分布に従う確率変数の分散を計算する．確率関数は p(k) = pqk−1 (k =
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となる．これを用いて，分散は，
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となる．さらにこの結果から，標準偏差は σ =
√

1− p/pとなる．

練習問題 指数分布の分散を計算せよ（答えは 1/λ2）．

3 チェビシェフの不等式
直感的に言えば，確率分布は平均の周りに標準偏差程度の大きさで分布する．こ

のことを不等式として表現したものがチェビシェフの不等式である．分散と標準
偏差の定義より，
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が得られる．ただし，aは適当な正の数とする．ここで，この式の第 2項を 0に置
き換えることにより，

σ2 ≥
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∞
(x− µ)2f(x)dx +

∫ ∞

µ+aσ

(x− µ)2f(x)dx (23)

4

が得られる．また，標準偏差は，
√

35/12 = 1.71となる．

例 0から 2の間の値をランダムに出力する確率変数Xの分散を計算してみる．前
述のように平均 E(X)は 1である．分散を計算するために二乗の平均をまず計算
する：

E(X2) =

∫ 2

0

x2dx

2
=

[
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6

]2

0

=
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6
=

4

3
(18)

この結果より，
V (X) =
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3
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1

3
(19)

となる．これより，標準偏差は σ =
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3/3 = 0.577となる．

例 幾何分布に従う確率変数の分散を計算する．確率関数は p(k) = pqk−1 (k =

1, 2, · · ·)であるから，
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となる．さらにこの結果から，標準偏差は σ =
√

1− p/pとなる．

練習問題 指数分布の分散を計算せよ（答えは 1/λ2）．

3 チェビシェフの不等式
直感的に言えば，確率分布は平均の周りに標準偏差程度の大きさで分布する．こ

のことを不等式として表現したものがチェビシェフの不等式である．分散と標準
偏差の定義より，
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∞
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が得られる．ただし，aは適当な正の数とする．ここで，この式の第 2項を 0に置
き換えることにより，
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